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I 1. Dw Krhu-librett. 

Dan ft^wülinlichr Schtrlibr^tt ist ojo Quadrat, welchen ilurch je 7 zu don Seiten 
(lanlleln Linifii in <»4 Quitdrutp geteilt iat, die man Felder nennL Der bequemeren Cbereiclit 
wrgfn iind «lies« Felder abwecliselud durch zwfi Terschiedene 

Farben, Rewühnlich weir« und schwarz, unterschieden. Die ah rArfak 

senkrechten mler Vcrtikal-Ueihen, kurz Spalten genannt, 
bezeichnet man von links nach rechts der lleihe nach mit den 
Buchstaben a, b, e, d, t, f, g, h, und die wagerechten oder 
Horizontal- Reiben, die wir kurz Zeilen nennen wollen, 
von oben nach unten der Iteihe nach mit den Zahlen von 
1 bis ä (Fig. 1). (Im Scbachs|iiel seibat wenleu die wagerecbten 
Iteihen von unten nach oben gezählt; fdr unseren Zweck scheint 
es jedoch bequemer zu sein, in TbereinstimmuDg mit der ge- 
wähnlichen Zühlwcise der Keihen zu bleiben.) Kin einzelnes 
Feld wird dann mit dem Buchstaben, denscn S|>alte, und mit der 
Zahl bezeichnet, deren Zeile es angehört, wie Figur 2 zeigt. 

Eine Iteihe Felder von gleicher Farbe, welche einer 
der beiden Diagonalen des Schachbretts {larallel sind, wie c^ff^^fh^ oder a^b^c,^^^f^, wollen wir 
eine Diagonalreihe, und die beiden Keihen auf den Diagonalen des Schachbrettes selbst 
llau|>tdiagonalreihen nennen. luilem wir die Diagonale 

»les Schachbretts ¥on oben links nach unten rechts die erste, a h e ,i r f a K 

und die Ton unten links nach oben rechts die zweite nennen, 
sollen auch die Diagonalreihen als erste und zweite untt-r- 
Mchiedeii werden. 

^Vtihrend das gewöhnliche Schachbrett H wagi-ret-hle 
und f* senkrechte Iteihen mit je rt Feldern enthült. können 
wir auf demselben IT) erste und I.'» zweite Diagonaircihen 
mit je I bis X Feldern unterscheiden. 

Die erläuterten Begriffe lassen sich leicht auf ein 
beliebiges Schachbrett Ton n* Feldern, d. i. auf ein in 
n' Quadrate geteiltes tjuadrat ttbertn^fen. Ei» solches 
enthält n llorizontalreihen , n Vertikalreilien und zweimal 
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•^- *■ (2« — 1) IMagonalreihen mit je 1, 2, 3 ...» — 1, n, b — 1, 

•- d e t 9 ... 3, 2, 1 Feldern. Figur 3 zeigt ein Schachbrett von 49 Feldern. 
Während bei den Schachbrettern von n* Feldern, bei denen 
n gerade ist, die Anzahl der weifsen Felder gleich der der 
achwan^n Felder ist, sind bei ungeradem n beide Zahlen am 1 
verschieden. Denken wir uns, wie es bei dem Schachspiel Qblich 
ist, das Schachbrett stets so bezeichnet und aufgestellt, dafs das 
unterste Feld rechts, oder was dasselbe ist, dafs das oberste 
Feld links ein weifses ist, dafs also die erste Diagonale stets 
weifse Felder enthalt, so enthält die zweite Diagonale bei an- 
geradem » ebenfalls weifse, bei geradem » dagegen schwarze Felder, 
und die Anzahl der weifsen Felder ist bei ungeradem n am I 
gröfser als die der schwarzen. Ist n gerade, so enthält das Schachbrett (2n — 1) weifae ond 
ebenso viel schwarze Diagonalreiheu ; ist dagegen » ungerade, so enthält das Schachbrett 
2 M weifse und (2 w — 2) schwarze Diagonalreihen. 




§ 2. Der Turm, der Läufer, die Königin. 

Von den Figuren, welche beim Schachspiel verwendet werden, sind fQr uns hier nur 
drei von Bedeutung, der Turm, der Läufer und die Königin oder Dame, deren Bewegunggart 
wir zuerst zu zeigen haben. 

Der Turm kann von dem durch ihn besetzten Felde nach allen (nicht anderweitig 
besetzten) Feldern der wagerechten und der senkrechten Reihe sich bewegen, welchen das von 
ihm besetzte Feld angehört, er kann in einem Zuge auf jedes dieser Felder gelangen. Befindet 
sich auf seinem Wege eine (feindliche) Figur, so kann er dieselbe schlagen, d. h. von dem 
Brette entfernen und sich an deren Stelle setzen. Die Schlaglinien des Turmes sind daher 
parallel zu den Seiten des Schachbrettes. Ein in d^ stehender Turm beherrscht also die senk- 
rechte Reihe d und die wagerechte Reihe 4, und bedroht, wie jeder Turm auf dem gewöhn- 
lichen Schachbrett, aufser dem besetzten Felde noch 14 Felder, auf dem Scbachbrette von m' 
Feldern dagegen noch 2(w — 1) Felder, 

Der Läufer gebt und schlägt nur in der Richtung der Diagonalen, er bleibt daher 
stets auf derselben Farbe des Schachbrettes. Ein auf d^ beöndlicher Läufer bedroht also die 
Felder der beiden sich in d^ kreuzenden Diagonalreihen, im ganzen 13 Felder. Ebenso viele 
Felder bedroht der Läufer, wenn er sich auf einem der drei Felder t^, e^, ^ befindet Steht 
dt^^egen der Läufer in dem diese 4 Felder umgebenden Rande c^c^f^f^ von 12 Feldern, so be- 
droht er nur 11 Felder; in dem dann folgenden Rande \h-,g-,g^ stehend bedroht er nur 9, nad 
in dem äufsersten Rande stehend nur 7 Felder. Wir wollen den äufseren Rand ala ersten, 
die folgenden als zweiten, dritten, vierten u. s. w. beseiclmen. Bei geradem n enthält der 
innerste Rand 4 Felder, bei ungeradem n aber nur 1 (weilses) Feld. Bei einem Schachbrett 
von n* Feldern bedroht ein auf dem ersten (äufseren) Rande stehender Läufer (n — 1) Felder, 
und auf jedem folgenden Rande je 2 Felder mehr, als auf dem vorhergehenden. 

Die Königin oder Dame vereinigt in sich die Bewegung und Schlagart des Turmes 
und des Läufers. Sie kann mit einem Zuge nach jedem (unbesetzten) Felde der wf^{e^echtnl 



und der eenirechten Reihe, sowie der beiden Diagonalreiben gelangen, welchen das tod ihr be- 
setzte Feld angehört, . sie kann jede auf ihrem Wege befindliche (feindliclie) Figur schlagen. 
Eine in d^ stehende Königin bedroht daher die in Figur 4 bezeichneten (14 •{-13 = 27) Felder. 
Eine im ereten (äufseren) Bande des gewöhnlichen Schach- 
brettea stehende Königin bedroht nur 21 Felder, im zweiten 
Bande stehend bedroht sie 23, im dritten Bande stehend 25, 
und im inneren Bande stehend 27 Felder. Auf einem Schach- 
brette von »* Feldern beherrscht die Königin einschliefslich 
des Ton ihr besetzten Feldes, 
auf dem äufseren Baude stehend 

l + 2(n- 1) + (m— 1) = 3»~2, 
auf dem zweiten Bande stehend 

1 + 2Cm- l) + (n+ 1) = 3«, 
auf dem dritten Bande stehend 

1 + 2(m— 1) + (m + 3) = 3« + 2,. . . 
Felder, und auf jedem folgenden inneren Rande stehend je 
2 Felder mehr. 

Für die Fälle n ^ 1 bis n = 10 erhalten wir also folgende Zahlen der von einer 
Königin beherrschten Felder: 
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Im ersteu (SufBereii) Rande etehc 
Im zweiten Bande stebcnd . . 
Im dritten Rande stehend . . . 
Im vierten Rande stehend . . . 
Im fQnften Rande stehend . . . 
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% 3. Die Aufgabe. 

Nach diesen fDr das Folgende nötigen und genflgenden Erklärungen können wir die uns 
hier vorliegende Aufgabe folgendermarsen aussprechen: 

Aaf einem Schachbrett von »^ Feldern Bollen n Figoren, von denen jede den Rang einer Königin 
hat, so anfgesteUt werden, dafs keine von einer andern geschlagen werden kann. Es soll nicht 
nnr die Anzahl aller möglichen Stellnngen, sondern es sollen anoli diese Stellungen selbst er- 
mittelt werden. 

Für n Türme lassen sich diese Stellungen selbst durch Permutieren der Zahlen in 
einer Stellung etwa aibiC^äie^f^g^hg . . . durch eine für gröfsere n zwar sehr umfangreiche, aber 
doch einfache Arbeit ableiten, während die Anzahl aller Stellungen n! >« 1 . 2 . 3 . 4 . . . . (n — 1) n 
ist Es ergeben sich also für ein Schachbrett von 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 Feldern 

1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40320, 362 880, 3628800 
Lösungen der Aufgabe der n Türme. Durch das Hinzutreten der Bedingung (des Läufers), dafs 
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in jeder Diagoualreihe höchstens ein Turm stehen darf, wird die Losung der Aufgabe eine 
yerwickeltere. 

Es ist femer sehr leicht, auf dem Schach brette yon n' Feldern n Lauf er so aufzustellen, 
dafs keiner den andern schlagen kann, es lassen sich sogar bedeutend mehr Läufer als n der- 
artig aufstellen, so z. B. auf zwei äufsem parallelen Reihen sogar 2n — 2. Bedeutend schwieriger 
aber ist die Ermittelung aller Stellungen yon n Laufern und der Anzahl dieser Stellungen schon 
fQr ein bestimmtes nicht zu grofses n. Nimmt man aber noch die Bedingung (des Turmes) hinzu, 
dafs in jeder Spalte und in jeder Zeile nur ein Läufer stehen darf, so wird die Aufgabe noch 
bedeutend schwieriger. 

Die allgemeine Lösung der vorliegenden Aufgabe fQr n Königinnen ist daher bis 
jetzt auch noch keineswegs gelungen. Man hat nur f&r das gewohnliche Schachbrett yon 64 Feldern 
und fQr kleinere Schachbretter die Aufgabe gelost. Im folgenden sollen nach AufFQhrung 
der Losungen fQr diese Schachbretter auch die Losungen fQr Schachbretter yon 81 und 100 Feldern 
gegeben werden. Dagegen haben wir auf die Losung der allgemeinen Aufgabe ganz und 
gar yerzichtet. 

Der geschichtlichen Entwicklung der Aufgabe entsprechend haben wir dieselbe in obiger 
dem Schachspiel entlehnten Fassung ausgesprochen. Da in einer jeden Reihe nur eine Konigin 
stehen darf und sowohl in den n Yertikalreihen als auch in den n Horizontalreihen n Königinnen 
Platz finden sollen, so folgt, dafs auch in jeder Yertikalreihe und in jeder Uorizontalreihe eine 
Konigin stehen mufs. Daher konnte die Aufgabe auch lauten: 

Auf einem in n^ Quadrate geteilten Quadrat sind n Quadrate so zu bestimmen, 
dafs in jeder wagerechten und in jeder senkrechten Reihe und auch in den einzelnen 
Diagonalreihen nur je ein Quadrat liegt 

Andere Fassungen der Aufgabe werden sich weiter unten ergeben. 

§ 4. Erste Losung der Aufgabe. 

Ein sehr eiut'uchos Verfahren, solche Stellungen aufzufinden, welche der Aufgabe ent- 
Hpreihet), boschreibt Ciaufä') in einem Briefe^) an Schumacher^) mit folgenden Worten: 

„Auf einem präparierten Quadratuetz (am besten wohl, wenn man auf einer Schiefer- 
tafel die Linien etwas tief einritzt, und die Zeichen mit Stift, also leicht wegzuloschen, ein- 
schreibt) kann man die erforderlichen Versuche leicht durchmachen .... Sobald ein Platz besetzt 
wird, etwa mit einem 4~y fallen schon yon allen übrigen 63 Plätzen yiele aus, die durch ein 
Zeichen o als kassiert bezeichnet werden. Besetzt man yon den übrigen einen zweiten, so 
fallen wieder eine grofse Menge aus und man gelangt bald dahin, entweder alle Plätze teils 
mit 4~ teils mit o besetzt zu finden, oder zu einer wahren Auflosung zu gelangen.'' 



1) Karl Fri(*drich Gaofi, geb. SO. April 1777 io BmuDschweig, gest. 23. Febr. 1865 io GottiDgt*n, wo 
«T seit ISO? iYofestor nnd Direktor der SU*mwarte war. 

2) Hricfwechsel zwischen C. F. Gaufs aod U. C. Schumacher. HerauKgegebeo von C. A. F. IVtors. 
r» IMe. Altena IKftO bis 1866. 6. Bd. Brief von GatiCi vom 27. Septbr. 1860. 

3) Heinrich Christian Schumacher, geb. 3. Septbr. 1780 tu Bramttedt in Holstein, gcst 28. Dezbr. 1860 
in Altona. wo er seit 1821 als Direktor der Aufiialune von Holstein nnd Lauenburg einer Sternwarte vorstand. 
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Um das fortwährende lästige Hinschreiben und Aus- 
löschen der Zeichen zu vermeiden, habe ich dies Ver- 
fahren in der Weise noch bedeutend vereinfacht, dafs ich 
zu einem nach Art der Figur 2 beschriebenen Schach- 
bretts (dessen kleine Quadrate etwa 1 cm Länge haben) 
passende stem- oder kreuzförmige Figuren von ver- 
schiedener Länge ausschnitt, wie sie Fig. 5 andeutet. Legt 
maji einen solchen Stern, der in der Mitte ausgeschnitten 
ist, mit der Mitte auf ein Feld, so sieht man das be- 
treffende Feld in der Mitte, nährend alle Felder in der 
zugehörigen Yertikalreibe und in der Korizontalreihe, sowie 
in den beiden Diagonalreihen verdeckt werden. 

Zur Erläuterung dieses Verfahrens wollen wir einige 
Beispiele geben, und für die Schachbretter von 4*, 5* Feldern 
alle Lösungen, für 6' und 8' Felder wenigstens je eine 
Lösung suchen. Für die Schachbretter von 2* und 3^ Feldern 
sind Lösungen nicht möglich, wie man sogleich sieht, 
während auf dem Schachbrett von 1 Felde wohl eine 
Königin aufgestellt werden kann, die aber von keiner 
andern bedroht isi 

Besetzen wir auf dem Schachbrett IV von 16 
Feldern (Fig. 6.a) das Felda^ mit einem solchen Stem, so 
erhält dasselbe das Ansehen von (b), wo in der zweiten 
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Spalte nur noch 6, uud (^ stellen. Durch Bcaetzuiig voa b^ wird die dritte Spalte leer {i:\ 
während durch Besetzung von b^ die beiden übrigen Felder c^ und i^ in einer Diagonalreihe 
stehen (d), so dafs keine Lösung mit ä^ möglich ist 

Wird das Feld Oj besetzt (e), so bleibt in der zweiten Spalte nur 6^, durch dessen Be- 
setzung wir in (f) die Lösung a^b^c^dJ erhalten. 

Ebenso liefert die Besetzung von a^ in (g) und die dann folgende von bj, wie (h) zeigt, 
die Lösung a^biC^di. 

Die durch Besetzung von a^ bleibenden beiden Felder der zweiten Spalte &i and b, 
liefern, wie (i), (k), (I) zeigen, keine Lösung. 

Da wir alle Felder der a-Spalte, und bei jedem die noch verbleibendeD Felder der 
(-Spalte besetzt haben, so haben wir alle möglieben Lösungen gefanden. Es sind diei 
also a^b^c,ds und a^biCid,. 

Natürlich ist es nicht nötäg, die Auflösung in dieser Ausführlichkeit hinzuschreibeo, 
vielmehr genügt es, nur die letzten Felder und die sich etwa ergebenden Lösungen oder die 
Gründe, welche die Unmöglichkeit einer solchen zeigen, kurz anzugeben. 
So könnte man obiges Verfahren kurz so aufschreiben: 

a,i»3 ... Spalte c leer 1 a^b^Cid^ ... (1) I a^^iC, . . . Spalte ä leer 
a^btC^ . Spalte d leer | a^biCid^ • - • (^) I (^i^ • ■ ■ Spalte c leer. 
Für das Schachbrett V von 25 Feldern (Fig. 7) ergiebt sich leicht folgendes: 
«g.7. o,6jC5<^e4... (1) 

'^.c^d.e, ... (2) 
aJ>^Cf ... Spalte d leer 
(3) 
. Zeile 3 leer 



a, 6, c, d, «, 

n, &, C, <Z, f, 

■Os 6, <, «i. f, 

"i 6. *. d. «. 

n. 6. c. rf. 1-. 



a^b^C^d^Cf, . 
a^b^Ci 
aib^Cid^e^ . 



.(5) 



a^bl,Cid^e^ . 

aACf, 
aJ>tC^d^ei . 
a^b^C^ 



.(6) 

■ m 

. Zeile 3 leer 

.(8) 

. Spalte d leer 

.(9) 

■ CIO)- 



Kg- 8. 



Auf dem Schachbrett von 25 Feldern giebt 
zehn Lösungen unserer Aufgabe. 
Das Schachbrett VI von 36 Feldern (Fig. 
findet man: 

djftjCjrfjCj . . . Zeile 6 leer 
aä6tCgrf,ej^5 ... (1) 
Oji^CgdiCj . . . Zeile 3 leer 
a^b^c^d, .... Spalte f leer 
Otb^c^d^ . . . Spalte 6 leer 



: also vorstehende 



liefert für a, keine Lösungen ; für ^ 
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afbr^Cgdf . . 



Spalte f leer 
Zeile 6 leer 
Zeile 1 leer 
Spalte f leer 
Spalte f leer. 



Mit o, b^nnt also nur die Lösung a^biCgdie^fy 
Endlich wollen wir noch für das Schachbrett VIII von 64 
Feldern die mit Ojt^ beginnenden Stellungen aufsuchen. Um alle 
solche Stellungen zu finden, müssen wir der Reihe nach die bei Be- 
setzung von Uib^ frei bleibenden Felder der Reihe c, und zu jedem c die bei ihm noch an- 
besetzten Felder der Reihe d, und bei jedem derselben die noch nicht besetzten « u. s. w. versacheiL 



(•fi,c,d,e,r. 


. Zeile 8 leer 


<i,S,c,(i,c. .... Spalte »leer 


ike... 


. Zeile 6 leer 


e, ... Spalte A leer 


e,.. 


. Zeile 7 leer 


d.i.r.sMi) 


^d,e, . . 


. Zeile 6 leer 


e, . . . . Spalte * leer. 


e, .. 


. Spalte g leer 





Mit a,i^ begitint also auf dem gewöhnlichen Schachbrette nur die LöBung a,h^CgdcegfJg^k^, 
welche in der hier eingefahrteo Ordnung gleichzeitig die erste ist, da man mit a, bj und a,^^ 
gar keine Lösung findet. Der Kflrze halber wollen wir daher diese Lösung durch VlII . 1 be- 
zeichnen, indem das Schachbrett durch die römische Ziffer und die Nummer der Lösung selbst 
durch 1 angedeutet werden soll. 

um alle Lösungen eines Schachbrettes zn erhalten, müfste man der lieihe nach sämt- 
liche Felder der Ileihe a, bei jedem derselben die noch unbesetzten Felder der Reibe b, bei 
jedem derselben wieder die noch unbesetzten Felder der Reibe c versuchen und so lange fort- 
fahren, bis mau auf eine Lösung der Aufgabe oder auf eine leere Spalte oder Zeile kommt. 
Wir werden jedoch sogleich sehen, dafs es nur nötig ist, für die Hälfte der Felder der a-Reihe 
diese Entwickelung durchzufOhren, und dafs sich noch verschiedene Abkürzungen einführen lassen. 



% 6. Drehen nnd Umlegen (Spiegeln). 

Wir wollen jetzt zeigen, wie man ans einer Lösung der Aufgabe andere ableiten kann, 
und welcher Zusammenhang zwischen solchen Losungen besteht. 

Denken wir uns die soeben für 64 Felder gefundene Lösung Hih^c^ilfe^fifffh^, welche in 
Fig. 9 dargestellt ist, um den Mittelpunkt um 90" im Sinne des Uhrzeigers gedreht, so dafs 
die erste Spalte links zur ersten Zeile wird, und behalten wir die bisherige Bezeichnung der 
Reihen bei, so entsteht die Fig. 10, welche die Lösung agi>eCi(^ag/^d7Ai darstellt Durch 
eine fernere Drehung um 90", oder durch eine einmalige Drehung (von Fig. 9) um 180"* 
erhalten wir die Lösung 
aA^^hfi9ih (^%- 11). 
welche durch eine weitere 
Drehung um 90" in die 
Lösung Og 6, c^ di e, f^ g^ \ 
(Fig. 12) übergeht. Aus 
einer Lösung oder Stel- 
lung lassen sich daher 
durch Drehung derselben 
um 90", 180" und 270" im 
allgemeinen drei neue 
Lösungen oder Stel- 
lungen ableiten. 

An» jeder dieser ° 5 s 6 » T ' I 3 6 T 2 8 6 ? 1 

4 8t«Ilungen erhält man 

nun eine neue, wenn man jede Stellung um die untere (oder obere) Kante des Schachbrettes 
umgelegt denkt, oder indem man die wagerechten Reihen in umgekehrter Reihenfolge ordnet, 
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oder auch indem mut tod 
jeder Stellung an eineai 
zu den wagerecht«n Ku- 
teu parallelen Spiegel ibr 
Spiegelbild nimmt. So 
erhält man durch diews 
Umlegen (Spiegeln) atu 
den Figuren 9 bis 12 der 
Reihe nach die Figom 
13 bis 16. 

Wir sehen also, dab 
im allgemeinen 8 Ldsnngen 
oder Stellungen in dem Zu- 
aammenbange miteinander 
stehen, daTs aas jeder der- 
selben sich die Obrigen 
durch Drehen und Umlegen 
ableiten lassen. Wirwolkn 
solche Lösungen als zo- 
sammengehörige be- 
zeichnen. Als erste der- 
selben, Grundstellnng 
oderStammlösung, wol- 
len wir diejenige Stellang 
annehmen, in welcher n 
den kleinsten Zeilenzeiger 
hat, in welcher also du 
Feld der ersten linkm 
Vertikalreihe am höchste! 
steht. Haben zwei Std- 
lungen (wie hier Fig. 9 aad 
Flg. 16) dasselbe Feld der 
Spalte a besetzt, so ent- 
scheidet die Spalte b d. a«. 
Unter den obigeB 8 Std- 
lungen ist also Fig. 9, 
welche mit a^h^ hi-ginitt 
(während Fig. 16 mit a,&, 
beginnt), die Grundstel- 
lung. 

Um die znaammea- 
gehörigenStellungeDnad 
den Zusammenhang der- 
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selben sofort erkennen zu können^ wollen wir jede Stellung mit zwei Zahlen bezeichnen. Die erste^ 
allen zusammengehörigen Stellungen gemeinsame Zahl^ die Grundstellungszahl; ist die Zahl der 
Grundstellung in der Reihe der geordneten Grundstellungen^ während die zweite^ die Stellungs- 
zahl; die einzelnen Stellungen unterscheidet. Die Stellungszahl 1 bezeichnet die Grundstellung 
selbst; während die Stellungszahlen 2, 3, 4 die durch Drehung um 90^, 180^; 270^ aus dieser 
erhaltenen Stellungen bezeichnen; so dafs die in den Figuren 9 bis 12 dargestellten Losungen 
die Bezeichnungen 1.1; 1.2; 1.3; 1.4 erhalten. Die Spiegelbilder derselben (von oben nach 
unten) werden dann der Beihe nach mit 1.8; 1.7; 1.6; 1.5 bezeichnet; so dafs die Summe 
der Stellungszahlen zweier Spiegelbilder (von oben nach unten) stets 9 ist. Diese 
letztere Bezeichnung rechtfertigt sich auch noch aus folgendem Grunde. Die Stellung 1 . 5 wird 
aus 1 . 1 auch dadurch erhalten; dafs man letztere um die erste Diagonale umlegt, oder 
dafs man ihr Spiegelbild in einem zu der ersten Diagonale parallelen Spiegel nimmt. Aus 1 . 5 
erhält man dann durch Drehung um 90^ 180® und 270® die Stellungen 1.6; 1.7 und 1.8, 
so dafs also allgemein durch eine Drehung von 90® die Stellungszahl um 1 erhöht 
wird; wobei jedoch zu beachten ist; dafs 1 . 4 in 1 . 1 und 1.8 in 1.5 übergeht. 

Man kann aus den ersten vier Stellungen einer Grundstellung die übrigen auch dadurch 
ableiten, daCs man die Yertikalreihen in umgekehrter Reihenfolge anordnet, oder dafs man 
die Stellungen nach der Seite um- 
legt, oder ihr Spiegelbild an einem y ^** ^'' y 
parallel zu den Yertikalreihen auf- 
gestellten Spiegel nimmt. Durch 
diese Umlegung oder Spiegelung 
nach der Seite erhält man aus 
den Stellungen 1, 2, 3, 4 der Reihe 
nach die Stellungen 6, 5, 8; 7 und 
umgekehrt. 

Ist in der Figur 17 HH' 
ein horizontaler; VV ein vertikaler 
zur Ebene des Schachbretts senk- 
recht stehender Spiegel; so ersieht man aus der Figur den Zusammenhang der einzelneu 
Stellungen durch Spiegelung nach unten und nach der Seite (y ist die Grundstellungszahl). 

Bezeichnen ebenso D^ Z)/ und DjD/ (Fig. 18) 
zwei zur Ebene des Schachbretts senkrechte Spiegeb 
welche der ersten bezw. zweiten Diagonale parallel 
sind; so zeigt die Figur ebenfalls den Zusammenhang 
der durch Spiegelung erhaltenen Stellungen. 

' Bezeichnen wir die Umlegung oder Spiege- 
lung durch einen Doppelpfeil (^*-*I"»-^); in welchem 
die Pfeile die Richtung der Lichtstrahlen und der 
sie senkrecht schneidende Strich die Ebene des 
Spiegels darstellt, so läfst sich der Zusammenhang 
der 8 Stellungen durch Umlegen oder Spiegeln nach oben und nach der Seite auch durch Fig. 19 

veranschaulichen; in welcher der wagerecht liegende Pfeil die Spiegelung nach der Seite; der 
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senkrecht stehende die nach oben andeutet £benso Teranachaulicht Fig. 20 den Zuaammeohang 
der einzelnen Stellungen dorch umlegen am die Diagonalen oder Spiegeln an denselben. 
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Folgende Tabelle zeigt, wie aus jeder der einzelnen Stellungen sich die übrigen ab- 
leiten lassen. 



Er entetehen ans dea Stellangen 

darcb DrebüDg um 90° 

darcli Drehung nm 180° 

doTcb Drebong am 270° 

dnrch ümlegang nm die erat« Diagonale . 

duTch Umlegnng nach der Seite 

durch Umlegung nm die iweite Diagonale 
dnrch Umlegnng nach nnten 



I 2 3 4 I 5 6 7 8 

8 3 4 1 I 6 7 8 « 

5 4 1 ^ I 7 g li « 
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g 6. Symmetrische and doppelt- symmetrisebe lösangen. 

Nicht immer sind, wie es bei der betTa«hteten Löaung YIII . 1 der Fall war, sämtliche 
acht znsammengeb&rige Stellungen verachieden. Es giebt vielmehr Stellungen, in welcben die 
Damen so gleichmüfsig um die Mitte geordnet sind, dafs dnrch eine Drehung nm 180° wieder 
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dieselbe Stellung erscheint. Eine solche Stellung ist z. B. die für das Schachbrett von 36 Felden 
gefundene Stellung Oj^tC^f^ie,^, welche in Fig. 21 dargestellt ist Da bei einer solchen Lösung 
die StelluDgen 1 und 3, 2 und 4, 5 und 1, 6 und 8 völlig gleich sind, so liefert dieselbe nnr 
vier susammen gehörige Lösungen. Wir wollen solche Lösungen ccntrisch-symmetrisch oder 
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kurz symmetrisch nenneD. Während das Schachbrett VI 
nur diese eine symmetrische (und fiberhaopt nur diese eine) 
Gnmdstellimg darbietet, hat das Schachbrett YII zwei sym- 
metrische Grundstellungen 4 . i OtKci^t^fsffs C^'B- 22) 
und 5.1 ath<hd^ej,g, (Fig. 23), 

die in fünf Feldern übereinstimmen. Das Schachbrett YUI 
liefert wieder nur eine symmetrische Grundstellung 10.1 
<hh*^^^iA9th (^ig- 24), wogten das Schachbrett IX vier 
(nämlich die Grundstellungen 19, 28, 40 and 41) und das 
Schachbrett X drei symmetrische Grundstellungen (nämlich 
33, 78 und 92) darbieten. Die Summe der Zeilenzeiger je 
zweier gleichweit von der Mitte abstehender Felder ist in 
einer symmetrischen Stellung stets m + 1 , und umgekehrt 
kann man eine symmetrische Stellung daran leicht erkennen. 

Bei den Schachbrettern mit ungerader Felderzahl ist in den symmetrischen Stellui^en stets das 
mittelste Feld des Brettes besetzt 

Es giebt ferner Lösungen, bei denen schon eine Drehung um 90" dieselbe Lösung 
wieder erscheinen läfst, so dafs in ihnen die Stel- Tta u ng m 

luDgen 1, 2, 3 und 4 und ebenso 5, 6, 7 und 8 
völlig Übereinstimmen. Solche Lösungen, velche 
übrigens nur bei den Schachbrettern von 16 und 
25 Feldern vorzukommen scheinen, sollen doppelt- 
symmetrische heifsen. Sie liefern nur je zwei 
zusammengehörige Stellungen. Fig. 25 zeigt die 
Stellung Og&^c, dg fQr das Schachbrett von 16 Feldern 
Fig. 26 die Stellung Oifrfit^t^e« fOr das Schachbrett 
von 25 Feldern. Man übersieht sofort, dafs man 
durch Drehung aus ihnen keine neuen Stellungen erhält, und dafs sie nur beim umlegen 
die zugehörigen Stellungen a^biCtd^ bezw. a^b^Cid^ef liefern werden. 

§ 7. Ableitung der LÖsongen mit einer Ecke ans Lösungen des i^hst kleineren 
Scliaclibrettes. 

Wenn in einer Lösung des Schachbrettes von «* Feldern eine oder beide Diagonalen 
von Königinnen frei sind, so erhält man durch weiteres Besetzen eines Eckfeldes in der betreffen- 
den Di^onale des durch Hiuzunahme der zugehörigen wagerechten und senkrechten Reihe 
vergröfserten Schachbrettes von (n + 1)* Feldern Lösungen desselben. Umgekehrt erhält mau 
aus einer Lösung mit einer Ecke von (n -f 1)^ Feldern durch Weglassen dieser Ecke und der 
zugehörenden Horizontal- und Vertikalreihe eine Lösung von »^ Feldern. Auch siebt man sofort, 
dafs es keine anderen Lösungen mit Ecken für (n -f 1)* Felder geben kann, als die durch Er- 
weiterung der Lösungen von »^ Feldern mit freien Diagonalen. Sind also in den Grundstellungen 
eines Schachbrettes von n' Feldern beide Diagonalen stets besetzt, so giebt es keine Lösungen 
mit Eckfeldern bei (n -|- 1)* Feldern. VI hat daher keine Lösui^en mit a, , da in V beide 
Diagonalen stets besetzt sind. 
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Aus jeder unsymmetrischen Grundstellung von v? Feldern mit einer freien Dia- 
gonale erhalt man zwei Grundstellungen von (n -f- 1)^ Feldern, indem man das neue Feld an 
jedes Ende der freien Diagonale ansetzen kann. Jede solche Grundstellung, deren beide Dia- 
gonalen frei sind, liefert vier Grundstellungen von (n -f~ 1)^ Feldern. Am einfachsten bringt 
man die Losung in eine solche Stellung, dafs die freie Diagonale die erste (von oben links 
nach unten rechts) wird, und besetzt das neue Feld a^ oben links. Dadurch wird jeder Buch- 
stabe der alten Stellung durch den folgenden ersetzt, und jede Zahl um 1 erhöht. Unter den 
Lösungen des Schachbrettes YII hat nur die Grundstellung 3 eine, und zwar die Siellang 
3 . 2 a^h^Cf^d^CQf^g^ die erste Diagonale frei; sie liefert nach diesem Verfahren die Siellang 
Vm - 1 . 1 öi65C8^6^3/7ä'*4> während die Stellung VII . 3 . 4 auf dieselbe Weise die Stellang 
VIII. 2. 1 QiißCgd^ejf^g^h^ liefert. Will man die neuen Lösungen nicht in der Stellung 1 erhalten, 
80 kann man einfach an die Stellungen VII .3.2 und 4 das Feld Ag anfügen. Die beiden Grand- 
Stellungen VIII .1.1 und 2 . 1 sind die einzigen, welche mit a^ beginnen. 

luden symmetrischenLösungenvonn^Feldem mit ungeradem n ist das Mittelfeld, also 
beide Diagonalen, besetzt; aus ihnen kann man daher keine Lösungen von (n-f-l)^ Feldern ableiten. 

In den symmetrischen Lösungen von n* Feldern mit geradem n müssen, wie man 
leicht sieht, beide Diagonalen von Königinnen frei sein. Die in einem solchen Falle bei 
unsymmetrischer Stellung sich ergebenden vier Grundstellungen von (n + 1)* Feldern werden 
sich aber hier auf zwei reduzieren, so dafs jede symmetrische Grundstellung von n' Feldern 
zwei verschiedene Grundstellungen mit Ecken bei (n -f~ 1)' Feldern erzeugt. So erhält man 
z. B. aus der Grundstellung VI . 1, nämlich aus VI . 1 . 1 a^h^c^d^e^f^ und VI . 1 . 2 ^^e^^^/i 
die beiden Grundstellungen mit a^: VII .1.1 dib^c^d^e^f^g^ und VII .2.1 (hb^^^^6f%9b* 

Die doppelt-symmetrische Grundstellung IV . 1 liefert nur die eine neue Grnnd- 
stellxmg V . 1. 

Der Vollständigkeit halber möge hier die folgende Tabelle Platz finden, welche zeigt, 
aus welchen Stellungen des Schachbrettes VIII, IX, X sich die Grundstellungen mit Ecken für das 
Schachbrett IX, X, XI ableiten lassen. (Die symmetrischen Grundstellungen sind mit * bezeichnet). 
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g 8. Abkürzung der Auflösung durch Drehen and Umlegen. 

Mit Hilfe der Drehung und ümleguog der Grundstellaagen lälst sich das Aufsuchen 
aller Lösangen eines Schachbrettes bedeutend abkürzen. 

Hat man nämlich alle Gnindstellungen mit a^ gefunden (s. § 4 und § 7), so kann man 
durch Drehen und Umlegen derselben alle Stellungen erhalten, welche irgend eins der vier Eck- 
felder enthalten. Man wird daher bei der weiteren Untersuchung diese Felder als leer betrachten 
können. Sind dann die Stellungen mit Oj gefunden, so wird mau beim Aufsuchen der mit a^ 
beginnenden neuen Lösungen die Eckfelder und die (a, entsprechenden) an die Eckfelder an- 
stofsenden Felder des äulseren Randes fortlassen, wodurch die Auflösung sich mehr und mehr 
TereinfachL 

Legt man die gefundenen Lösungen stets nach unten um, so findet man z. B. beim 
Schachbrett von 64 Feldern aus den Lösungen, welche mit a,, a^. a^, a^ beginnen, diejenigen 
Lösungen, welche mit Og, o,, a^, a^ beginnen, so dafs man auch nur die ersteren auf dem 
Schachbrett selbst aufzusuchen hat. Die mit a^ beginnenden Lösungen können keine neuen 
Grundstellungen liefern, da dieselben im äufseren Rande doppelt-symmetrisch sein mfifsten, was 
sich bald als unmöglich zeigt Ebenso ist es beim Aufsuchen der Grundstellungen ffir Schach- 
bretter mit ungeradem n nicht nötig, mit dem mittelsten Felde der ersten Vertikalreihe anzu- 
fangen, da eine solche Stellung, in welcher nur die mittleren Felder des äufseren Randes besetzt 
sind, völlig unmöglich ist, weil ein solches Feld die andern drei ausschlielsi 

Andrerseits kann das Beibehalten der Eckfelder und der ihnen benachbarten Felder, 
sowie das Aufsuchen der mit a^, a«, a,, Og beginnenden Lösungen auf direktem W^e, eine 
willkommene Probe dafQr darbieten, dafs man alle Lösungen gefunden hat. 



§ 9. Hilfsmittel zur Ausführnng der Drehungen und Umlegui^en. 

Um alle diese Drehungen und Umlegungen auf eine bequeme Art ausfahren zu können, 
und um die entstehenden zusammengehörigen Stellangen leicht als solche zu erkennen, habe 

Fig. 27. Fig. iS. 
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ich jede Grundstellung in der dem Schachbrette selbst zu Grunde gelegten Grolse (etwa 1 cm 
fär die Seite eines Feldes) auf Millimeterpapier aufgezeichnet und die besetzten Felder aus- 
geschnitten. Legt man ein so ausgeschnittenes oder durchlochtes Schachbrett aaf ein anderes 
von gleicher Grölse, dessen Felder gehörig bezeichnet sind; so ist es leicht, jede Stellung sofoft 
abzulesen und hinzuschreiben, und zwar stets in der beabsichtigten Ordnung (etwa stets 
von links nach rechts). Um auch die Nummer der Nebenstellungen sofort ersehen su können, 
habe ich über das oberste linke Feld (a^ in der bisherigen Bezeichnung) die Grundstellong«- 
zahl und die Stellungszahl geschrieben, so dafs z. B. das die oben gegebenen acht Stellungeo 
von 64 Feldern enthaltende Blatt auf der Vorderseite das Aussehen der Fig. 27, auf der 
Rückseite das der Fig. 28 hat, wenn man sich die schwarz gezeichneten Felder aus- 
geschnitten denkt. 

Das Ausschneiden, oder besser Durchlochen, der einzelnen Blätter ist zwar eine etwas 
mühsame Arbeit; dieselbe macht sich jedoch durch die grofse Leichtigkeit, mit welcher auf 
jedem ganz beliebig bezeichneten Schachbrett (von entsprechender GröIse) jede einzelne Stellung 
sofort abgelesen werden kann, und durch die Schnelligkeit und Sicherheit, mit welcher die 
Drehungen und Spiegelungen ausgeführt werden können, reichlich bezahlt 

§ 10. AnsfOhrnng der Drehungen und Spiegelungen für die bisherige Bezeichnung 

der Felder des Schachbrettes. 

Will man ohne dieses Hilfsmittel aus einer Stellung die durch Drehung und Spi^elung 
entstehenden ableiten, so hat man zu beachten, in welcher Weise die einzelnen Reihen för ein- 
ander eintreten. 

Bei der bisherigen Bezeichnung des Schachbrettes lassen sich am bequemsten die 
Spiegelung nach unten und die nach der Seite ausführen. Die Spiegelung nach unten er- 
folgt dadurch, dafs man die Buchstaben unverändert läfst und an Stelle der Zahlen ihre Er- 
gänzung zu (n -f 1) setzt, während bei einer Spiegelung nach der Seite die Buchstaben in 
umgekehrter Reihenfolge stehen, die Zahlen aber in derselben Reihenfolge bleiben. 

Die Spiegelung über die erste Diagonale beim Schachbrett von 64 Feldern 
verlangt die Ersetzung der Spaltenzeiger a, 6, c, d, e, f, g^ h 
bezw. durch die Zeilenzeiger 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 

und umgekehrt, während die Spiegelung über die zweite Diagonale die Ersetzung 
der Spaltenzeiger ^f ^f Cf d, c, f, g, h 

durch die Zeilenzeiger 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 

und umgekehrt, verlaugt. 

Für eine Drehung um 90® ersetze man 
die Buchstaben a, 6, c, d, e, /*, g, h 

durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 

und diese durch ä, g, f, e, d, c, b, a. 

Für eine Drehung um 180** ersetze man 

die Buchstaben «; ^y ^» d, e, f, g^ h 

durch *' ff' ff ^y ^> ^> *» « 

und die Zahlen durch ihre Ergänzungen zu 9 (allgemein zu n+ l). 
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Da die symmetrischen Stellungen bei einer Drehung um 180^ in einander übergehen, 
so folgt hieraus^ dafs in den symmetrischen Stellungen die Summe je zweier gleichweit 
von der Mitte (oder den Enden) abstehender Zeilenzeiger gleich 9 (allgemein n -j* 1) i^^- 

Eine Drehung um 270^ endlich erfordert die Ersetzung 
der Buchstaben a, i, c, d, e, f, g, h 

durch die Zahlen 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 

und die Ersetzung dieser durch h, g, f, e, d, c, h, a. 

Diese Ergebnisse können wir in folgender Übersicht zusammenstellen: 
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Aus der von links nach rechts geordneten Stellung YIII .1.1 ai&5Cgd^ees/*7^2^4 ^i^hält 
man durch Drehung um 90^^ da hierbei a in 1, 1 in h, also a^ in h^ übergebt , da femer 
& in 2; 5 in (2 also h^ in d^ übergeht^ und indem man in gleicher Weise alle übrigen Felder 
dreht, die Stellung 1.2... ^i^^ ^4/52^6^7%; welche, wie man auch an den Zahlen sieht, von oben 
nach unten geordnet ist. Bei einer Drehung um 180^ geht das Feld o^ über in Ag, h^ in g^, 
Cg in /i, und die Stellung 1 . 1 in die Stellung 1 . 3 h^gifie^d^c^h^a^^ welche von rechts nach 
links geordnet ist. 

Ist die Stellung 1 von links nach rechts geordnet, so erhält man nur noch 8 ebenso 
geordnet, während die Stellungen 3 und 6 von rechts nach links, 2Hind 5 von oben nach unten, 
4 und 7 von unten nach oben geordnet erhalten werden. Da die Ordnung von links nach 
rechts durch die Buchstaben angezeigt wird, so ist es natürlich sehr leicht, jede Stellung ohne 
Ansicht des Brettes in entsprechender Weise zu ordnen. 

Wir haben hier hauptsächlich das Schachbrett von 64 Feldern zur Erläuterung benutzt. 
Man sieht leicht, welche Änderungen in dem Verfahren eintreten, wenn ein beliebiges anderes 
Schachbrett betrachtet wird. 

Zählt man, wie bei der im Schachspiel gebräuchlichen Bezeichnung, die Horizontal- 
reihen von unten nach oben, so mufs man 

1) die Drehungen in der der Uhrzeigerbe wegong entgegengesetzten Richtung 
vornehmen, imd 

2) die Diagonalen mit einander vertauschen. 



§ 11. Bezeichnung der Felder des Schachbretts durch zweizifferige Zahlen. Andere 

Fassung der Aufgabe. 

Bei der bisher benutzten, dem Schachspiel entlehnten, Bezeichnungsart der Felder kann 
sofort ersehen werden, ob in einer Stellung die Bedingung des Turmes erfüllt ist, da jeder 
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Buchstabe (als Vertreter der Vertikalreiben) und jede Zahl (als Yertreterio der HorizontalreiheD) 
nur einmal Torkommen darf. Dagegen ist es ohne Ansicht des Brettes nicht so leicht, darüber 
zu entscheiden, ob auch die Bedinguug des Läufers erfüllt ist, d. h. ob in einer Diagonalreihe 
auch nur ein Feld besetzt ist 

Wir wollen daher eine andere Bezeichnung der Felder einfahren, indem wir statt der 

Buchstaben ebenfalls Zahlen nehmen. Wir wallen nämlich die Felder des Schachbrettes in der 

pjg 2s. Weise mit zweistelligen Zahlen bezeichnen, wie Fig. 39 zeigt 

lS34Ei6l8 SO daTs in den Vertikalreiben die Zahlen mit demselben Zehner 

und in den Horizontalreiben die Zahlen mit demsdben £iner 

stehen. 

Die Bedingung der Tarme, oder die Bedingung, daTs in 
jeder Vertikal- und in jeder Horizontalreihe nur ein Feld be- 
setzt werden darf, läfst sieb dann so aussprechen: Es sollec 
unter den n' zweizifferigen Zahlen, welche mit den Ziffern 
1 bis n geschrieben werden können, n Zahlen gesucht werden, 
so dafs in denselben jeder Zehner und jeder Einer nur einmal 
vertreten ist 

Betrachten wir femer die zweiten Diagonalreihen, 
so finden wir, dafs in jeder derselben die Summe ans der 
Zahl der Zehner und ans der Zahl der Einer, also die Quer- 
summe dieselbe, für alle aber verschieden ist Diese Quersumme ist bei 11 gleich 2, bei 
13 und 21 ist sie 3, und wachst in jeder folgenden Diagonalreibe um t, so dafs sie in der 
zweiten Haupt^liagonale (n-\- 1), und in der letzten Diagonalreibe 2n ist 

Ebenso zeigt sich, dafs in jeder ersten Diagonalreibe die Differenz aus der Zahl der 
Zehner and der Zahl der Einer, die wir der Quersumme entsprechend die Qnerdifferens nennen 
wollen, dieselbe, für alle aber verschieden ist Für die erste Hauptdiagonale ist diese 
Differenz gleich Null, für die auf einer Seite derselben liegenden Diagonalreihen ist sie positiv, 
für die auf der andern Seite liegenden negativ, wenn wir die Querdifferenzen stets in derselben 
Weise bilden, dars also entweder stets die Zehnerzabi oder stets die Einerzahl Minuend ist 

Die Bedingung der Läufer kennen wir daher auch so aussprechen: Die Quersummen der 
n zweizifferigen Zahlen unter sich, und ebenso ihre Querdifferenzeu unter sich müssen aämtUcb 
verschieden sein. 

Sind also a, b, a^, 6j vier beliebige Zahlen von 1 bis n und sind 10a -|- h und 



u 


il 


31 


41 


fit 


61 


71 


81 


la 


ii 


SS 


4S 


6E 


6i 




li 


91 


38 


4S 


53 


äs 




83 


14 


94 


84 


44 


54 


S4 




84 
85 


16 


35 


36 


■45 


65 


66 


76 


26 


36 


46 


66 


C6 




86 


17 


27 


87 


47 


67 


67 


77 


87 


18 


SB 


38 


*8 


58 


68 


78 


88 



10 o, +J, zw 
Bedingungen: 



beliebige Felder einer Lösung, so ergeben sich fOr diese Zahlen folgende 

1) o ^ o, 

2) b^b, 

4) (a-S)^(o, -!.,). 

Wir erbalten daher bei der eingeföbrten Bezeicbnnngsart der Felder folgenden Ausdrock 
für unsere Aufgabe: 
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Unter den mit den Ziffern 1 bis n geschriebenen zweizifferigen Zahlen sind 
n Zahlen von der Eigenschaft zu bestimmen, dafs jeder Zehner und jeder Einer 
in ihnen nur einmal vorkommt, und dafs sowohl die Quersummen der n Zahlen 
unter sich, als auch die Querdifferenzen derselben unter sich sämtlich ver- 
schieden sind. 

Denn hat man n solche Zahlen gefunden, und bestimmt die entsprechenden Felder auf 
dem nach Fig. 29 bezeichneten Schachbrett, so müssen dieselben eine Losung ergeben. 
Die früher gefundene Stellung YIII . 1 lautet in dieser Bezeichnung 

11, 25, 38, 46, 53, 67, 72, 84. 

Wie man sieht, kommt jeder Zehner und jeder Einer nur einmal vor. Die Quersummen sind 

der Reihe nach 

2, 7, 11, 10, 8, 13, 9, 12, 

also sämtlich verschieden, ebenso sind die Querdifferenzen (wenn wir die Zehner als 

Minuenden nehmen): 

0, -3, -5, -2, +2, -1, +5, +4, 

also auch sämtlich von einander verschieden. 

Während das Aufsuchen der einzelnen Stellungen grofse Aufmerksamkeit erfordert, 
lassen sich die zugehörigen Stellungen dagegen leicht finden, wie folgende Übersicht (für das 
Schachbrett von 64 Feldern) zeigt: 
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Besonders einfach gestalten sich hiernach die Umlegungen oder Spiegelungen. 
Bei dem Umlegen nach unten bleiben die Zehner unverändert und statt der Einer werden 
ihre Ergänzungen zu 9 gesetzt. Bei dem Umlegen nach der Seite dagegen bleiben die Einer un^ 
verändert, während an Stelle der Zehnerzahlen ihre Ergänzungen 
zu 9 treten. Die Spiegelung über die erste Diagonale wird durch 
Vertauschen der Zehner- und der Einerziflfern bewirkt. 

Die Figur 30 zeigt, wie aus der Stellung 1 sich die 
übrigen mit Hilfe dieser drei Operationen leicht ableiten lassen. 
Durch Vertauschen der Zehner- und Einerzi£fem erhält man aus 

der Stellung 1 die Stellung 5, aus beiden durch Ersetzen der Einerzahlen durch ihre Er- 
gänzungen zu 9 die Stellungen 8 und 4. Setzt man in diesen vier Stellungen statt der Zehuer- 
zahlen ihre Ergänzungen zu 9, so erhält man die Stallungen 6, 2, 3 und 7. 

(Bei einem Schachbrett von n* Feldern treten an Stelle der Ergänzungen zu 9 die Er- 
gänzungen zu M + 1.) 

3 
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% 12. Bezeichnung der Felder nnd Fassung der Anfgalte mit Beziehung auf die 
rerschledenen Zahlensysteme. 

Man kann der Aufgabe leicht noch eine andere Fassung geben, welche mit den ter- 
Bchiedenen Zahlensystemen zasammenhängt. Wie bei unserem gewöhnlichen (zehnteiligen, deka- 
dischen) Zahlensystem alle Zahlen mit Hilfe von zehn Zahlzeichen oder Ziffern (die Null ein- 
geschlossen) geschrieben werden, indem jede Ziffer in der ersten, zweiten, dritten, nten Stelle 
vor den Einern das lOfache, lOOfache, lOOOfache, 10"-fache, kurz Einheiten höherer Ordnung 
bedeutet, so kann man auch jede andere Zahl n als Grundzahl annehmen, indem man n', ti*, n' 
als Einheiten höherer Ordnung bezeichnet Man nennt ein solches Zahlensystem nach der Grond- 
zahl 2, 3, 4, . . 10, 11, 12 ein zwei-, drei-, vierteiliges, . . . zehn-, elf-, zwölfteiliges'). Zum 
Schreiben aller Zahlen sind in einem n-teiligem System (einschliefslich der Null) n Ziffern 
nötig, indem die Grundzahl selbst und ihre Potenzen, die höheren Einheiten, durch 10, 100, 
1000 a. s. w. bezeichnet werden. So bedeuten die Zahlen 10, 100, 1000 
in dem 4-teiligen System die zehnteiligen Zahlen 4, 4*, 4^, 

in dem 6-teiligen System „ „ „ 6, 6', 6*, 

in dem n-leiligen System „ „ „ n, n*, n^ 

und die Zahlen 23, 74, 52 sind in dem »-teiligen System 2» -f 3, 7n + 4, 5n -(- 2. 

Bezeichnen vir nun die Felder eines Schachbretts, wie Fig. 31 zeigt, so, dafs die einzelnen 
Vertikal- und Uorizontalreiben durch die Zahlen 
von bis n — 1 bezeichnet sind, so sehen wir, 
daÜB auf dem Schachbrett III (von 3* Feldern) 
alle (neun) zweizifferigen Zahlen des dreiteiligen 
Systems enthalten sind, nämlich: 

00, Ol, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22, 
welche den zehnteiligen 

00, Ol, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 08 
entsprechen, nnd dafs das Schachbrett X alle 
(hundert) zehnteiligen Zahlen von bis 09 enthält 
Stellen daher a,&,(i,, fr, vier beliebige Zahlen 
von bis (n — 1) (beide einschlierslich) vor, und 
sollen na -\-b und na, -\- fr, auf dem Schachbrett 
von n' Feldern zwei in einer Lösung unserer Auf- 
gabe vorkommende Felder bezeichnen, so erhalten 
wir wieder die vier Bedingungen des § 11, 
Wir können die vorliegende Aufgabe da- 
her mit Rücksicht auf Fig. 31 auch so aussprechen: 

In dem n-teiligen Zahlensysteme sind n zweizifferige Zahlen (Null als Ziffer 
gerechnet) anzugeben, in denen die n ersten Ziffern, und ebenso die n zweiten Ziffern 



Fig. 31. 

III IV V VI vn VIII IX 



00 
Ol 


10 


2Ö 


30 


40 
41 


60 

61 


00 
61 


70 
71 


80 
81 


90 
81 


" 


31 


31 


0« 


13 


2a 


82 
33 


4a 

43 


53 


Ö2 
63 
64 


7a 

73 
74 

76 


ÖS 
83 
84 
86 
86 
87 
88 


9S 
93 
94 
36 

de 

97 
Ö3 


03 


.3 


83 


0* 


U 


2< 


34 


41 


64 


06 


n 


.., 


36 


46 


66 


66 


0« 


16 


28 


36 


46 


6S 


6fi 


7C 

77 


07 


■' 


27 


.7 


., 


67 


. 


08 


18 


2» 


38 


« 


68 


m 


78 


ny 


., 


'-, 


HO 


■l'J 


69 


dd 


79 


SO 


99 



1) Vgl. 
Berlin. ADhang 3. 



Reidt, Elemeate der HaUicmatik. 1. Teil. A1l|^meioe Aritbtoelik und AIg«bn 



— ■ 19 — 

verschiedeii sind, nnd in denen auch die n Quersummen unter sich und die n Quer- 
differenzen unter sich sümttich ungleich sind. 

Es wird nicht nötig sein, Ober die Ableitung der zusammengehörigen Stellungen noch 
etwas hinzuzufDgen, da dieselbe gauz ebenso geschieht, wie im voHgen Paragraphen. 



^13. AbgekOrzte Bezeichunng der Lösnngen. 

Wenn man bei den bisher angewandten Bezeichnungaarten der Schachbretter die Felder 
der einzelnen Lösungen stets nach den Yertikalreihen von links nach rechts ordnet, also ent- 
weder die Buchstaben alphabetisch, oder die zweiziffrigen Zahlen nach den Zehnem (oder den 
ersten ZifTem), so kann man zur Vereinfachung der Bezeichnung die Buchstaben bezw. die ersten 
Ziffern, welche ja nur die Spalten oder Vertikalreihea bezeichnen, fortlassen, und nur die Zeilen- 
zahlen hinschreiben. Ein 30 bezeichnetes Schachbrett stellt Fig. 32 dar. Die Stellung VIII .1.1 
z. B. können wir dann kurz so schreiben 15863724. 

Mit Berücksichtigung der Fig. 28 läfst sich unserer Aufgabe dann folgender Ausdruck geben : 

Die n ersten Zahlen sollen in n Spalten so geordnet werden, dafs sowohl 
die Summen einer jeden Zahl nnd ihrer Spaltenzahl unter sich, als auch die Diffe- 
renzen einer jeden Zahl und ihrer Spaltenzahl unter sich sämtlich ungleich sind. 

Hierbei ist es wegen 
der Spiegelung nach der Seite ^'' " "«■ " 

ohne Einäufs, ob wir die Spal- 
ten Ton links nach rechts 
(Fig. 32) oder von rechts nach 
links (Fig. 33) zählen, so dafs 
die obige Fassung auch für 
letztere Bezeichnung gilt. 

Ebenso bleibt die- 
selbe giltig für die dem § 12 
entsprechende Bezeichnung in 
Fig. 34 und 35. Betrachten wir 
dabei in Fig. 35 die Spalten- 
zahlen als Ordnungszahlen der 
betreffenden Stelle, d. b. als 
Exponenten der Basis des entsprechenden Zahlensystems, so läfst sich die Aufgabe so aussprechen: 

In dem n-teiligcn Zahlensystem sind alle diejenigen H-stelligen Zahlen zu 
finden, in denen sämtliche n Ziffern (die Null eingeschlossen) yerschieden sind, 
und die so beschaffen sind, dafs sowohl die Summen der Einheiten jeder Ordnung 
und der Ordnungszahl unter sieh, als auch die Differenzen beider Zahlen unter 
sich sämtlich ungleich sind. 

Wir werden in den folgenden Paragraphen noch andere Fassungen der Aufgabe anfShrcn 
und verweisen hier auf dieselben. 

Sind b und fc, die (allein zu schreibenden) Zeilenzahlen zweier Felder, o und a, ihre 
Spaltenzahlen (Ordnungszahlen), so erhalten wir für dieselben wieder die Bedingungen des § 11. 
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Für die einzelnen Drehnngen und Spiegelungen erhalten wir beispielsweise fQr das 
Hcliachbrett VIII in der Bezeichnung der Fig. 32 aus §11 leicht folgende Regeln: 

Drehung um 00°. Setze als neue Spaltenzalilcn die Ergänzungen der alten Zeilen- 
zalik'n zu 9, and als neue Zeilenzahlen die alten Spalteuzalilen. 

Drehung um 180". Ergänze die Zeilenzahlen zu 9 und schreibe die neuen Zahlen in 
umgekehrter Reihenfolge. 

Drehung um 270°. Mache zu den neuen Spaltenzahlen die Zeilenzahlen und zu den 
iicuen Zeilenzableu die Ergänzungen der Spaltenzahlen zu 0. 

Spiegelung nach unten. Ziehe jede Zeilenzahl von 9 ab. 

Spiegelung nach der Seite. Schreibe die Zahlen in umgekehrter Keihenfulgo. 

Spiegelung an der ersten Diagonale. Vertausche Zeilen- und Spalteuzahlen 
mit einander. 

Spiegelung an der zweiten Diagonale. Vertausche jede Spaltcnzahl mit ihrer 
Zeilenzahl und setze für beide ihre Ergänzungen zu 9. 

Um die zusammen gehörigen Stellungen aus ciuer abzuleiten, bedient man sich am besten 
der aus Fig. 30 leicht abzuleitenden Kegel: 

Vertausche in der gegebenen Stellung Zeilenzahl und Spaltenzahl, ziehe in 
den beiden Lösungen die einzelnen Zahlen tuu 9 ab, und schreibe die so erhaltenen 
vier Lösungen in umgekehrter Reibenfolge. 



§ 11. Cberslcht Aber die bisher TeröffratUcbten Lösungen der Anfgabc. 

Beyor wir zu der geschichtlichen Entwickelung unserer Aufgabe Übergehen, scheint ea 
zweckmäfsig, eine Übersicht Ober die bis jetzt TerSfTentlichten Lösungen zu geben. 

Das Schachbrett IV von 16 Feldern liefert nur eine Grundstellung, welche wegen ihrer 
doppelten Symmetrie nur 2 LSsnngen giebt 
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Für das Schachbrett V von 25 Feldern fanden wir 2 Grundstellungen, von denen die 
eine doppelt-symmetrisch ist, so dafs wir für dasselbe 10 Lösungen erhielten. 

Das Schachbrett VI von 36 Feldern hat nur eine, und zwar symmetrische, Grundstellung 
mit 4 Lösungen. 

Für das Schachbrett VII von 49 Feldern findet man 6 Grundstellungen, von denen 
zwei symmetrisch sind, so dafs die Zahl der Lösungen 4 • 8 + 2 • 4 = 40 ist. 

Das Schachbrett VIII von 64 Feldern endlich hat 12 Grundstellungen, von denen nur 
eine symmetrisch ist; die Zahl der Lösungen ist daher 11 • 8 + 4 = 92. 

In der beigegebenen Figurentafel I sind die Grundstellungen dieser Schachbretter 
dargestellt und in den Tabellen 5 bis 9 in der abgekürzten Bezeichnung nach Fig. 32 die 
sämtlichen Lösungen der Aufgabe mit Beifügung der Grundstellungs- und Stellungszahlen an- 
gegeben. Die Lösungen der Schachbretter IV bis VII sind nach den steigenden Zahlen geordnet, 
während bei dem Schachbrett VIII die erste Hälfte der Lösungen nach steigenden Zahlen, die 
zweite Hälfte aber in umgekehrtem Sinne geordnet ist. Es stehen somit diejenigen Stellungen, 
die durch Umlegen nach unten auseinander entstehen, in denen also die Summe je zweier 
Zahlen in derselben Vertikalreihe gleich 9 ist, flehen einander. 

§ 16. Die erste Fassung der Aufgabe Ton Nauck und dessen Lösung. 

Die uns beschäftigende Aufgabe ist zuerst für das gewöhnliche Schachbrett gestellt 
worden. Sie findet sich in der Illustrierten Zeitung (Nr. 361. Leipzig, 1. Juni 1850 unter 
„Schach") mit der Überschrift: „Eine in das Gebiet der Mathematik fallende Aufgabe von 
Herrn Dr. Nauck ^) in Schleusingen", und lautet: „Man kann 8 Schachfiguren, von welchen jede 
den Bang einer Königin hat, auf dem Schachbrett so aufstellen, dafs keine von einer 
andern geschlagen werden kann. Unter den vielen Stellungen, welche diese 8 Figuren oder 
Damen einnehmen können, um dieser Bedingung zu genügen, soll diejenige gesucht werden, bei 
welcher eine Dame auf b^ und eine andere auf d^ steht. Es fragt sich, auf welchen Feldern 
die übrigen 6 stehen müssen, ohne dafs 2 Damen dieselbe Schlaglinie haben." Weiter heifst 
es dort: 

„Es giebt 60 verschiedene Stellungen, in welchen 8 Damen, ohne dafs ihre Schlaglinien 
sich treffen, auf dem Brette stehen können. Diese Stellungen hat Herr Dr. Nauck auf mathe- 
matischem Wege gefunden und, wie man denken kann, ein schönes und merkwürdiges Gesetz, 
welchem die Damen sich fügen, entdeckt. Der freundliche Doktor wird die Güte haben, dasselbe 
mitzuteilen, wenn Freunde des Schachs und der Mathematik für seine Aufgabe sich interessieren." 

Nachdem dann in der Nr. 365 (vom 29. Juni 1850) die eingegangenen beiden Lösungen 
der besonderen Aufgabe, (^sh^Cid^e^f^g^h^ und ^qi^c^d^e^fig^h^ mitgeteilt worden sind, giebt Nauck 
in Nr. 377 (vom 22. Septbr. 1850) die vollständige Lösung der Aufgabe (für ein Schach- 
brett von 64 Feldern). 

Er führt zuerst die abgekürzte Bezeichnung (§ 13) ein, und giebt dann die 92 Lösungen 
genau in derselben Form und Ordnung, wie hier in der Tabelle 9 (s. § 14) (nur dafs er die 



1) Nach einer Mitteilung des Herrn Gymnasialdirektors Schmieder in Schleusingen (Beg.-Bez. Erfurt) 
war Nanck dort vom Juni 1839 bis März 1856 als Mathematiker angestellt. Za dem Programm von 1847 hat 
er die wissenschaftliche Abhandlung über die harmonischen Proportionen auf der Oberfläche der Kugel geschrieben. 
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Lösungen alle hinter einander setzt), indem er gleichzeitig die früher gegebene Zahl 60 be- 
richtigt Er fügt den vier Lösungen, welche durch Drehung aus einander entstehen, denselbeo 
Buchstaben bei, und zwar in der Reihe des Auftretens die 24 Buchstaben a bis jet, er nimmt 
also 24 Grundstellungen an, und betrachtet daher die durch Umlegen erhaltenen Stellangen ab 
wesentlich verschiedene. 

Bezeichnung der Grundstellungen. 

Die hier angewandte 
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„Zwei Auflösungen, nn und xx^ sind nicht ohne Grund mit doppelten Buchstaben 
bezeichnet Die Figuren stehen hier so symmetrisch, daCs jede Stellung, von den 4 Seiten des 
Schachbrettes aus betrachtet, doch nur 2 verschiedene Ansichten gewährt. Es fallen hier je % 
welche sonst verschieden zu sein pflegen, in eine zusammen.^ 

Nauck zeigt dann an je einem Beispiel die Richtigkeit folgender Sätze: 

Wenn man irgend eine der 92 Auflösungen rückwärts schreibt, so erhält man jeder- 
zeit eine ebenfalls richtige Lösung. 

Die Ziffern einer jeden Auflösung ergänzen die einer andern in derselben Reihenfolge zu 9. 

Die Ziffern einer jeden Auflösung ergänzen die Ziffern einer andern Auflösung auch 
in entgegengesetzter Reihenfolge zu 9. 

Wie wir aus § 13 wissen, sind dies der Reihe nach die Eigenschaften von zwei Stellungen, 
welche aus einander durch Spiegelung nach der Seite, durch Spiegelung nach unten, und durch 
Drehung um 180^ entstehen. Nauck kennt also diese Eigenschaften, aber er giebt mit keinem 
Worte an, in welcher Beziehung diese Stellungen zu einander stehen, und auch nicht, auf 
welche Weise er zu der Auffindung dieser Sätze gelangt ist. Ferner zeigt er, auf welche Weise 
man aus einer Auflösung sieben andere ableiten kann, mit folgenden Worten: 

„Zu jeder bekannten Auflösung kann man leicht, ohne Ansicht des Brettes, die Übrigen 
drei Auflösungen, welche denselben Buchstaben führen, und aufserdem noch vier andere Auf- 
lösungen durch Rechnung finden. Es sei z. B. die Auflösung 42861357 gefunden, so setze man, 

weil die erste Ziffer 4 ist, die 1 an die 9 — 4, d. h. ö*® Stelle, 
weil die zweite Ziffer 2 ist, die 2 an die 9 — 2, d. h. 7*® Stelle, 
weil die dritte Ziffer 8 ist, die 3 au die 9 — 8, d. h. V^ Stelle, 
u. s. w. die 4 an die 9 — 6, d. L 3*** Stelle, 

die 5 an die 9— 1, d. h. 8*« Stelle, 
die G an die 9 — 3, d. h. &^ Stelle, 
die 7 an die 9 — 5, d. h. 4**» Stelle, 
die 8 an die 9 — 7, d. h. 2*« Stelle. 
Hierdurch findet man folgende Auflösung 38471625/' 

„Wenn man nun die Ziffern beider Auflösungen rückwärts zu 9 ergänzt, so findet 
man die beiden noch fehlenden Auflösungen 24683175, 47382516. Dies sind die mit e bezeich- 
neten 4 Auflösungen. Ergänzt man nun die Ziffern dieser 4 Auflösungen der Reihe nach zu 9, 
oder, was genau zu demselben Resultate führt, schreibt man diese 4 Auflösungen rückwärts. 



ferner 
ebenso 



und endlich 



— 23 — 

so findet man noch 4 Auflösungen^ und zwar diejenigen^ welche oben den Buchstaben w bei 
sich führen." 

Aus § 13 ersieht man^ dafs die erste nicht ganz einfache Operation einer Drehung des 
Schachbrettes um 90^ entspricht, indem man aus der Stellung 3.3 die Stellung 3 . 4 erhält. 
Die Ergänzung der Ziflfem beider Auflösungen rückwärts zu 9 entspricht einer Drehung um 180®, 
wodurch man die Stellungen 3 . 1 und 3 . 2 erhält. Durch Umlegen dieser 4 Stellungen nach 
unten oder nach der Seite erhält man die 4|Stellungen 3.5, 3.6, 3.7 und 3 . 8. Auch hier 
wird der Grund der verschiedenen Operationen von Nauck nicht einmal gestreiffc. Es heifst 
dann zum Schlufs: 

„Dieses eine leicht fafsliche Beispiel möge genügen, um denjenigen Lesern, welche nicht 
Mathematiker sind, einen Begriff davon zu geben, wie die obigen 92 Auflösungen alle auf 
rein arithmetischem Wege, durch bedingtes Permutieren, gefunden werden konnten. Erst nach- 
dem ich alle Auflösungen gefunden hatte, habe ich zur Eontrolle meiner Rechnung das Schach- 
brett nachträglich zur Hand genommen. 

„Das Sprichwort: Trobieren geht über Studieren', welches sich oft in der Mechanik 
bewährt, scheitert gänzlich in der Mathematik. Es gehört gewifs viel Glück und — dies mufs 
ebenfalls anerkannt werden — anch sehr viel Geschick dazu, um durch Probieren eine grofse 
Anzahl der obigen Auf lösimgen zu finden. Aber selbst wenn jemand so viel Glück und Ge- 
schick hätte, sie alle zu finden, so würde ihm doch noch etwas sehr Wichtiges fehlen: die 
Gewifsheit, dafs ihm keine Auflösung entgangen ist^). Die Mathematik dagegen liefert 
nicht nur alle Auflösungen, sobald deren Bildungsgesetz gefunden ist, rasch hinter einander, 
sondern gewährt auch zugleich die Garantie, dafe es aufser diesen 92 Auflösungen keine ein- 
zige weiter giebt." 

Es ist hiernach sehr zu bedauern, dafs Nauck in dem vorliegenden Aufsatze sich in 
keiner Weise darüber ausspricht, in welcher Weise er die Mathematik bei Aufsuchung der Auf- 
lösungen angewandt hat, und wie besonders das bedingte Permutieren zu verstehen ist. Wir 
sind daher völlig darüber im Unklaren, wie er die einzelnen Stellungen gefunden hat, und wie 
er zur Kenntnis des Zusammenhanges der einzelnen zusammengehörigen Stellungen gelangt ist. 

In Nr. 378 der Illustrierten Zeitung (vom 28. Sepi) findet sich nach Anführung ver- 
schiedener Löser noch die Mitteilung von Dr. Nauck, dafs auch ein Blindgebomer sämtliche 
92 Stellungen gefunden habe. 

§ 16. Gaurs' Formnliening der Aufgabe und Auflösung durch methodisches Probieren. 

Inzwischen hatte auch C. F. Gaufs die Aufgabe in Nr. 361 der Illustrierten Zeitung 
(vom 1. Juni) gelesen; die beiden Lösungen der besonderen Aufgabe in Nr. 365 (vom 29. Juni) 
waren ihm jedoch entgangen. In einem Briefe an Schumacher vom 1. Sept. 1850 teilt er 
diesem die Aufgabe mit und sagt zum Schluüs: ,Jch habe nach einigen Versuchen den speziellen 
Fall leicht gelöst." (Als Lösung giebt er in einer Figur nur die eine: 64158273.) „Aber zu- 
sammen finde ich nicht 60, sondern 76 verschiedene Auflösungen." In seiner Antwort vom 
4. Sept. bezeichnet Schumacher das Schachproblem als sehr interessant, „weil es schwieriger 



1) Nauck meint hier natürlich ein Probieren ohne einen bestimmten Plan. Wir haben in § 4 gesehen, 
dafs man dnrch ein planmäfsiges Probieren diese Gewifsheit erlangen kann. Siehe auch § 16. 
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isty als es auf deu ersten Blick sclieiut''^ und bittet um die Erlaubnis^ die Auflosungen vod 
Gaufs einem Freunde mitteilen zu dürfen. 

Darauf schreibt Gaufs am 12. Sept.: y^Rücksichtlich der in meinem letzten Briefe er- 
wähnten Aufgabe mufs ich bemerken, dafs die Anzahl der von mir gefundenen Auflösungen 
nicht 76, sondern 72 beträgt; mit Gewifsheit kann ich jedoch nicht verbürgen, dafs weiter keine 
möglich sind. Für die spezielle Aufgabe, wo b^ und d^ vorgeschrieben sind, habe ich nur die 
Eine Ihnen mitgeteilte gefunden. Die 72 Auflosungen reduzieren sich übrigens auf nur 9 
wesentlich verschiedene, indem jede Auflosung 8 Variationen repräsentiert. Es gehen nämlich 
zuerst aus jeder Auflösung durch Drehung um 90®, 180® und 270®, oder was dasselbe ist, indem 
man der Reihe nach jede der Quadratseiten imten stellt, 3 andere hervor, und jede dieser Auf- 
lösungen liefert in ihrem Spiegelbilde, oder was dasselbe ist, auf der Rückseite des Papiers 
eine neue. Bei einer mehr oder weniger symmetrischen Aufstellung wäre es denkbar, dafs die 
8 Variationen sich auf nur 4 oder 2 oder Eine reduzierten. Allein von dem letzten und vor- 
letzten Fall kann ich sagen, dafs sie mit den Bedingungen der Aufgabe im vereinbar sind; hin- 
gegen die Möglichkeit einer solchen Symmetrie, wo die 8 Variationen auf 4 zusammenschmelzen, 
kann ich noch nicht unbedingt verneinen, ich hatte wirklich kurz vor Absendung meines letzten 
Briefes gemeint, eine solche Auflösung gefimden zu haben (daher die 76 anstatt 72), gleich 
nach Absendung des Briefes, als ich die Stellung genau besah, fand ich, dafs sie unrichtig war.*' 

Man sieht, wie überaus klar Gaufs den Zusammenhang der zusammengehörigen Lösungen 
erkannt und beschrieben hat. 

In seiner Antwort vom 24. Sept. sucht Schumacher, der die am 21. Sepi veröffent- 
lichte Lösung von Nauck nicht gelesen hatte, die Zahl der Lösungen unter allerlei Voraus- 
setzungen abzuleiten, deren Unhaltbarkeit ihm selbst jedoch später wahrscheinlich wird. 

Gaufs zeigt in seinem folgenden Briefe vom 27. Sept. die Irrigkeit dieser Voraus- 
setzungen und auch der aus denselben gezogenen Schlüsse und fährt dann fort: „Das Merk- 
würdigste aber, was ich noch zu berichten habe, ist, dafs der Aufsteller der Aufgabe (ein 
gewisser Dr. Nauck irgendwo in Thüringen) in Nr. 377 der Illustrierten Zeitung vom 21. Sept 
selbst seine früher gegebene Zahl 60 widerrufen und sie auf 92 gesetzt hat, die er auch alle 
hat abdrucken lassen. Es giebt nämlich 11 nicht- symmetrische (ä 8 Variationen) und Eine 
symmetrische (ä 4 Variationen). Ich schreibe ihnen die 12 wesentlich verschiedenen hier her. 
Sie bemerken leicht, dafs die Zahlen blofs die Numerierung der Horizontalreihen sind, in welche 
die Königin in den auf einander folgenden Vertikalreihen zu placieren ist. 

1) 15863724, 4) 25713864, 7) 26831475, 10) 35281746, 

2) 16837425, 5) 25741863, 8) 27368514, 11) 35841 72G, 

3) 24683175, 6) 26174835, 9) 27581463, 12) 36258174. 

„Herr Nauck behauptet nun, dafs es auf^er den 92 (wovon diese 12 der Kern sind) 
weiter keine gebe; da er aber nicht angiebt, auf welche Weise er sich die Gewifsheit ver- 
schafft hat, so kann man, da er früher irrig 60 angab, wohl einstweilen noch zweifeln. Schwer 
ist es übrigens nicht, durch ein methodisches Tatonnieren [Probieren] sich diese Gewifsheit 
zu verschaffen, wenn man eine oder ein paar Stunden daran wenden will/^ Es folgt dann die 
in § 4 mitgeteilte Vorschrift^ auf einer präparierten Tafel diese Versuche auszufuhren. „Ohne 
Tafel können auch die blofsen Zahlen dazu dienen, woneben ich folgendes bemerke. 
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;yDie Aufgabe läfst sich so aussprechen. Man soll die SZahlen 1, 2;3;4;5; 6;7;8 
in eine solche Ordnung bringen, dafs 

1) wenn man der geordneten Reihe nach sie resp. um 1, 2, 3; 4, 5, 6, 7 , 8 
vergröfsert, lauter ungleiche Summen erscheinen; 

2) dafs auch; wenn man der Reihe nach 8, 1, 6, 5, 4, 3, 2, 1 addiert, lauter 
ungleiche Summen erscheinen. 

y,Es sind z. B. diese Summen bei Auflösung 1): 

2, 7, 11, 10, 8, 13, 9, 12 oder geordnet 2, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 alle ungleich; und 
9, 12, 14, 11, 7, 10, 4, 5 oder geordnet 4, 5, 7, 9, 10, 11, 12, 14 alle ungleich." 

Man sieht sofort die Übereinstimmung dieser Bedingungen mit den von uns in § 11 
und § 13 angegebenen. Für die Quersummen der zweizifferigen Zahlen, oder die Summen der 
Zahlen und ihrer Spaltenzahlen ist es an und für sich klar. Wenn aber die Differenzen, 
welche man erhält, wenn man von den Zeilenzahlen der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 
subtrahiert, sämtlich verschieden sind, so sind natürlich auch die gleichwertigen Summen, 
welche man erhält, wenn man zu den Zeilenzahlen der Reihe nach die Zahlen — 1, — 2, — 3, 
— 4, — 5, — 6, — 7, — 8 addiert, sämtlich verschieden, und ebenso die Summen, welche man 
erhält, wenn man zu den Zeilenzahlen die um 9 grofseren Zahlen 

8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 
addiert. 

Gaufs äufsert sich in seinem Briefe nicht darüber, auf welche Weise er zur Aufstellung 

dieser Fassung gelangt ist. Schumacher spricht sich über die Begründung derselben in seiner 

Antwort vom 5. Oktober^) folgendermafsen aus: 

„Die willkürliche Versetzung der Zahlen 1 bis 8 drückt die Bedingung schon aus, dafs 
keine Dame die andere als Turm angreife. Die Addition mit 1, 2, 3, ... 8, dafs keine Dame 
die andere in absteigender Linie als Läufer angreife, die Addition von 8, 7, 6, . . . 2, 1, dafs 
dies nicht in aufsteigender^) Linie geschehe, wenn nämlich bei keiner Addition gleiche Summen 
vorkommen. Kommen gleiche Summen vor, so weifs man unmittelbar, welche Damen sich als 
Läufer angreifen." 

Gaufs erläutert weiterhin das methodische Probieren mit folgenden Worten: 

„Das Tatonnieren ist nun sehr leicht. Z. B. . ich versuche den Anfang 1.3... zu 
komplettieren. Vermöge jener 2 Bedingungen wird in der dritten Reihe nicht 2 und nicht 4 
stehen dürfen, also nur 5, 6, 7 oder 8. Es müssen also die Anfänge 

l.«j.O..., J..«j.u*.., X.tJ.i..., i..i).0..* 

durchprobiert werden. Ich fange an mit 1.3.5. Vermöge jener Bedingungen darf am vierten 
Platz nicht 4 und nicht 6 stehen. Es bleiben also blofs übrig 2, 7, 8, oder es sind durchzu- 
probieren die Anfänge 

Xt«j.0.i3..., X.«j.0.4..., X.tJ.O.o... 

X) Mit diesem Briefe Schumachers schliefst der Briefwechsel. (Schumacher starb am 28. Dezbr. 1850.) 
2) Hierbei sind, wie im Schachspiel üblich, die Horizontalreiheo Yon unten nach oben gezählt. In 
der hier gewählten Zählweise wären die Ausdrücke za vertauschen. 

4 
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Ich fange wieder an mit 1.3.5.2, wo iofolge jener Bedingungen am filnften Platz uiclit 
stehen dürfen 6 und 7. Es bleiben also blofs die Anfange 

1.3.5.2.6 und 1.3.5.2.8. 

Die Berücksichtigung obiger Bedingungen ergiebt^ dafs bei dem Anfange 1.3.5.2.6 auf dem 
sechsten Platz 4, 7, 8 nicht stehen dürfen. Es fallt also dieser Anfang weg. Ebenso darf 
auch für Anfang 1.3.5.2.8 auf dem sechsten Platz weder 4 noch 6 noch 7 stehen. Es fallt also 
auch dieser Anfang weg. Der Anfang 1.3.5.2 ist also überhaupt unzulässig. Ebenso verfuhrt 
man mit 1.3.5.7 und 1.3.5.8, die beide sich als unzulässig ausweisen. Es ist folglich 
überhaupt der Anfang 1.3.5 unzulässig, und man wird ebenso 1.3.6, 1.3.7, 1.3.S 
durchprobieren." 

§ 17. Gaurs' Bezeichnung der Felder durch komplexe Zahlen. 

In demselben Briefe (vom 27. September) gelangt Gaufs dann noch zu einer Darstellung 
der Aufgabe y welche mit der in § 11 behandelten grofse Ähnlichkeit hat. Er führt dieselbe 

auf das Gebiet der komplexen Zahlen über. 

Nehmen wir zur Bezeichnung der Vertikalreihen 
die reellen Zahlen, und zur Bezeichnung der Horizontal- 
reihen die rein imaginären Zahlen, so erhalten wir 
eine Bezeichnung der Felder, wie sie Fig. 36 zeigt. 
Diese Form hatte Gaufs im Auge, wenn er sagt: 

„Am elegantesten ist es, die Sachen so ein- 
zukleiden, dafs sie den komplexen Zahlen angehören. 
Es heifst dann: Man soll 8 verschiedene kom- 
plexe Zahlen a -}' ^i finden, so dafs 

1) sowohl a als h eine der 8 reellen posi- 
tiven Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 bedeutet, 

2) dafs jeder Wert von a nur einmal vor- 
kommt, und ebenso jeder Wert von 6, 

3) dafs die 8 Werte, welche a-f-6 bei jeder 
derkomplexenZahlenerhält, ungleich sind, und 

4) dafs ebenso die 8 W^erte von a — b un- 
gleich sind.^' 

Diese Bedingungen stimmen mit denen des § 11 völlig überein. 

„Es läfst sich dann der Zusammenhang der 8 zusammengehörigen Auflosungen zierlich 
so vorstellen: 

a + hi a4-(9-6),\ 

fc + (9 _ a) i , i^ai Spiegelbilder 

f. , ,.. l^ • rx • 1 • [der links stehenden 

9-a + (9-&)., 9-a + h, „^ch unten 1« 

19 — 6 + ai, c)_ft + (n — atV 
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auf die vier 

Quadratseiten 



Wenn nämlich a -^-hi ein beliebiges Feld des Schachbrettes ist, so erhält man anf 
diese Weise alle durch Drehen oder Umlegen durch dasselbe besotzten Felder. 
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Fig. 37. 



Fig. 38. 
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Da bei der geometrischen Darstellung 
der komplexen Zahlen eine Drehung um 90^ 
um den Nullpunkt einer Multiplikation mit 
i = y — 1 entspricht, und so eine Drehung um 90®, 180®, 270® mit gröfster Leichtigkeit aus- 
geführt werden kann, so dürfen wir uns nicht wundem, dafs Gaufs auch hier den Nullpunkt in 
die Mitte verlegt. 

Für ein ungerades n (z. B. n = 7) würde man dann die in Fig. 37 dargestellte Be- 
zeichnung des Schachbrettes nehmen können, während für ein gerades n die Fig. 38 (für n = 6) 
ein so bezeichnetes Schachbrett darstellen würde, da die reellen und die rein imaginären Zahlen 
hier nicht auftreten dürfen. Gleichmäfsiger gestaltet sich die Bezeichnung der Felder noch, 
wenn wir die geraden Zahlen ganz ausschliefsen, wie Fig. 39 (S. 28) zeigt. Diese Form meint 
Gaufs, wenn er weiter sagt: 

„Noch eleganter ist es, wenn man für a und b nicht die reellen positiven, sondern die 
ungeraden positiven und negativen Zahlen, — 7, — 5, — 3, — 1, +1, +3,-f-5, -}- 1 wählt," 

Die oben aufgestellten Bedingungen 2), 3), 4) bleiben unverändert in Gültigkeit. 

Die 8 Variationen eines Feldes a '\- bi in den 8 verschiedenen Stellungen sind: 

(ff.l)a + bi, (g.2) — b + ai, (sf.3) — a — 6i, (ß.4)b — ai, 
(Si.8)a — biy (g.l) — b — ai, (fl' . 6) — a + 6i, (5'.5)6 + ai, 

worin je zwei Felder, die durch Spiegelung nach unten aus einander entstehen, unter einander 
gestellt, und durch je zwei konjugierte Zahlen bezeichnet sind. 

„Ist also eine der komplexen Zahlen n, ihre Adjunkte (konjugierte Zahl) n', so sind 
alle 8 Variationen: 

(flf.l)n; {g.2)in] (5r.3) — n; (ff. 4) — tri] 

(ff . 8) n'; (ff . 5) in'-, (gf . 6) - n'; (flf . 7) - in'." 

4* 
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^^' '^- In seiner Theoria residuo- 

rum biquadraticorum ') nennt 
Gaufs die vier durch Multiplika- 
tion mit i auseinander entstehen- 
den Zahlen verwandte Zahlen 
( uumeros associatos ) , während 
er alle 8 zusammengehörige 
(numeros nexos) nennt. Die ge- 
meinsame Norm (d. i. das Pro- 
dukt einer jeden komplexen Zahl 
mit der ihr konjugierten) ist 
a« -f b\ Statt der 8 Zahlen er- 
hält man nur 4, wenn entweder 
a = + 6 (wie es in den beiden 
Hauptdiagonalen der Figg. 30 
bis 32 der Fall ist), oder wenn 
eine der beiden Zahlen a oder b 
gleich Null ist (wie es bei den 
Schachbrettern von n* Feldern 
mit ungeradem n in der mitÜeren 
Vertikal- und in der mittleren 
Horizontalreihe der Fall ist, wie 
Fig. 37 zeigt). 

Hiermit schliefst der Brief 

von Gaufs y und mit dem schon erwähnten Briefe Schumachers vom 5. Oktober 1850 der 

Briefwechsel zwischen beiden berühmten Männern. 
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§ 18. Natanis Fassung der Aufgabe. 

Unsere Aufgabe findet sich dann wieder erwähnt in Natanis Wörterbuch') unter ,yRossel- 
sprung'^ Natani giebt der Aufgabe dort folgenden mathematischen Ausdruck: 

;;Es sind 8Felder gegeben^ derenReihenfolge durch eine darüber geschriebene 
Zahl angezeigt ist, welche wir Ordnungszahl nennen. Es soll in jedes der 8 Felder 
eine andere der ersten 8 natürlichen Zahlen derart geschrieben werden, dafs die 
Differenz zweier darunter nicht gleich der Differenz ihrer Ordnungszahlen ist 
(Steht also im dritten Felde eine 4; so darf z. B. im fünften Felde weder eine 6 noch eine 2 
stehen, weil 4 — 2 — 6 — 4 = 5 — 3 ist)" 

„Bedeuten dann die Ordnungszahlen die Felder einer Golumne des Schachbretts und 
die Zahlen der Felder selbst die Stelle, welche die betreffende Königin in ihrer Hori/ontalreihe 
einnimmt, so giebt die nach diesem Gesetz gebildete Zahlenreihe die Stellung der 8 Königinnen.'' 



1) Gaufs, Theoria rcsiduomm biquadraticorum. Commentatio secunda. Societati regiae tradita 1831 
Apr. 15. In Gaufd' Werke, GOttingen 1876. 2. Bd. S. 102. 

2) Natani, MathematiBches Wörterbuch, begonnen von Hoflfmann. Berlin 1867. Band 6. S. 849. 
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Die Fassung der Aufgabe ist; streng genommen; nicht ganz richtig; wie schon aus dem 
Beispiel hervorgeht Die Differenz der Ordnungszahlen ist 3 — 5 = — 2; eine 4 im 3. Felde 
würde daher im 5, Felde nur eine 6 ausschliefsen; da 4 — 6 = — 2 ist; für die 2 im 
5. Felde ist diese Differenz aber 4 — 2 = + 2. Es mufs daher heifsen: Die Differenz 
zweier Felderzahle^ darf weder gleich der positiven noch gleich der negativen 
Differenz ihrer Ordnungszahlen sein. Dasselbe ergiebt sich auch leicht aus unserer in 
§ 11 und § 13 aufgestellten Fassung. 

Sind nämlich b und b^ zwei Felderzahlen (dort Zeilenzahlen); a und a^ ihre Ordnungs- 
zahlen (Spaltenzahlen); so fanden wir die beiden Bedingungen :(«+&)< («i + b^), (a — 6) ^ (a^ — b^), 
aus denen wir leicht die beiden folgenden 

(a - a.)^(6. - 6,) (« - a,)^(b-b,) 
oder auch (a — «i) ^ + (^ ~" ^i) 

oder endlich (b — 6i) ^ + (« — «i) 

ableiten können. 

Natani zeigt danU; wie man aus einer Stellung durch Drehung und Spiegelung noch 
im allgemeinen sieben andere ableiten kann und föhrt fort: 

;;Zahlentheoretisch drückt sich der Zusammenhang dieser ^^' ^^' 

8 Stellungen so aus: Man kann aus einer Auflösung sieben andere 

gewinnen, indem man 1) die Ordnung der Felder umkehrt; 2) statt \ \^ 

der Zahlen in den Feldern ihre Differenzen von 9 nimmt; diese ist i^ m."^ 

dann wieder umzukehren; so dafs man jetzt 4 Zahlenreihen hat; ^ <-^\»-> 6 

3) endlich kann man in jeder dieser 4 Reihen die Zahlen in den I 

Feldern mit den Ordnungszahlen vertauschen.^ | 

Die Fig. 40 zeigt, wie man nach den Figg. 19 und 20 durch 8<-^;— >3 

diese Operationen aus der Stellung 1 die übrigen erhält. ^ </ 

Über die Auffindung der Lösungen äufsert sich Natani nicht, ^ ^ ß- 
er sagt nur: „Um die Auflösungen der Aufgabe zu ermitteln; giebt 2 ' 7 

es wohl keine andere Verfahruhgsweise als Ausschliefsung der An- 
ordnungen; welche der Aufgabe nicht entsprechen, wobei sich allerdings mancherlei Er- 
leichterungen ergeben." 

§ 19. Günthers Bezeichnung der Felder und Lösung der Aufgabe 

mit Hilfe der Determinanten. 

Eine historisch-kritische Übersicht über die in den vorhergehenden Paragraphen dar- 
gestellten Auflösungen; in welcher jedoch Naucks Anteil an der Lösung nicht genug ge- 
würdigt zu sein scheint; giebt Günther^) in einem Aufsatze: ;;Zur mathematischen Theorie des 
Schach bretts'^*) Günther betont darin mit Recht; dafs durch die verschiedenen Fassungen der 



1) Dr. Siegmnnd Günther, Professor der Erdkunde an der technischen Hochschule in München. 

2) Archiv der Mathematik und Physik. Gegründet von Grunert, fortgesetzt von Hoppe. 1874. 56. Teil. 
Seite 281 bis 292. 
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Aufgabe tou Gaufs (und Natani), so richtig und elegant sie auch sein mögen, doch die eigent- 
liche Ldsung kaum wesentlich gefordert wird. Zu der von Gaufs aDgegebenen Lösung durch 
Probieren (§ 16 am Eode) bemerkt Gflnther: „Ea ist nicht zu leugnen, dar« die hier gegebene 
Vorschrift verhältniamärsig schnell zum Ziele führt; dagegen wird man aber anch gestehen 
mDssen, dafa sie die gröfste Aufmerksamkeit erfordert. Es ist eine , gane kombinatorische 
Operation, bei der euccessive alles Untaugliche ausgeschieden wird, etwa in der Art des Siebes de« 
Eratostheneü. Es wäre nur noch nötig, sie dahin zu vervollkommnen, dafs bei ihrer Anwendung 
gar keine besondere Genauigkeit mehr notig, vielmehr das Tatonnement völlig mechanisch wäre." 

Weiter zeigt Gilntber , dafs die Aufgabe , n T ö r m e auf einem Schachbrett von 
n' Feldern schlagfrei aufzustellen, mit der Aufgabe zusammeniUllt, alle Glieder einer Determi- 
nante von »ten Grade zu entwickeln, da jedes Glied derselben ja aus jeder Horizontal- nnd 
aus jeder Vertikalreihe je einen Paktor enthält Die Aufgabe fQr n Damen erfordert dann die 
AuBscbeidimg aller derjenigen Glieder, in welchen Glieder einer und derselben Diagooalreihe 
vorkommen. 

Während bei den bisher angewandten Bezeichnnngsarten der einzelnen Felder die 
Entscheidung darOber, ob in einer angeschriebenen Stellung die Bedingung des Läufers erfQllt 
ist, grofse Aufmerksamkeit und atete Überlegung erfordert, legt Günther eine Bezeichnong 
zu Grunde, welche dieses sofort erkennen läfst. Er giebt nämlich den Feldern einer und 
derselben ersten Diagonalreihe stets denselben Buchstaben, und den Feldern 
derselben zweiten Diagonalreihe dieselbe Zahl. 

GOnther bat die in Fig. 41 dargestellte Bezeichnung der Felder gewählt, welche die. 
Annehmlichkeit hat, dafs sie nach rechts und unten beliebig fortgesetzt werden kann. Während 
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aber die zweiten Diagonalreiheu von oben links an der Iteihe nach durch die Zahlen von 
1 bis 2n — 1 bezeichnet werden, springen bei den ersten Diagonalreihen die Buchstaben Ton 
einer Seite der ersten Di^onale auf die andere Ober, was manche Unbequemlichkeit hat 
Wollte man auf die bequeme Vergröfserung verzichten, so könnte man auch die Bezeichnung 
nehmen, wie sie Fig. 42, oder deren Spiegelbild nach unten Fig. 43 andeutet. 

Die Lösung nun, welche Günther für unsere Aufgabe giebt und deren Richtigkeit nach 
dem Vorhergehenden von seibat einleuchtet, ist folgende: 

„Man entwickele sämtliche Glieder der Determinante Fig. 41, und streiche von diesen 
Gliedern alle diejenigen weg, welche entweder den nämlichen Buchstaben oder den nämlichen 
Index mehr als einmal enthalten; alle Qbrig bleibenden genügen unserer Bedingung." 
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Über die Anwendung dieser Vorschrift heilst es dann weiter: „Die Operation des 
Eiiminierens aller unstatthaften Verbindungen hat eiaen möglichst hohen Grad von Einfachheit 
erhalten ; und die Darstellung aller überhaupt zur Prüfung kommenden Verbindungen ist eben- 
falls eine rein mathematische Aufgabe einfachster Natur. Konnte freilich die Auflösung einer 
Determinante nur dadurch geschehen, dafs man in der Weise der Elementarvorschriften ver- 
führe, so wäre nichts wesentliches gewonnen; der Fortschritt gegen die Behandlung von Gaufs 
liegt aber wohl darin, dafs man die Berechnung aller Glieder einer Determinante durch successive 
Zerlegung in Unterdeterminanten auf ganz mechanische Weise ausführen kann, ohne dafs dabei 
das übersehen irgend eines Gliedes denkbar ist." 

So einfach die obige Vorschrift ist, so weitschweifig wird ihre Anwendung für einiger- 
mafsen grofse n. Günther begnügt sich daher auch damit, die Schachbretter von 9, 16, 25 Feldern 
zu untersuchen, für welche er 6, 24, 120 Glieder zu entwickeln hat. Für w *== 8 hätte man die 
Hälfte von 8! Glieder, also 20160 Glieder aufzuschreiben, um 46 brauchbare zu finden. 

Diese Methode bedarf vielmehr noch einer kleinen Verbesserung. Die grofse Schwer- 
fälligkeit der Auflösung beruht darin, dafs auch die unbrauchbaren Glieder alle mitberechnet 
werden sollen. Da man aber nur diejenigen Glieder haben will, welche ungleiche Buchstaben 
und imgleiche Zahlen enthalten, so mufs man in den Unterdeterminanten sofort die- 
jenigen Elemente streichen oder durch Nullen ersetzen, welche mit den vor der 
Unterdeterminante stehenden Elementen gleiche Buchstaben oder gleiche Zahlen 
haben, da diese Elemente zum Auffinden der gesuchten Stellungen nichts beitragen können. 
Dadurch nähert sich dann dieses Verfahren der in § 4 angegebenen Lösung von Gaufs. 

Auf die Frage, ob sich für die Anzahl der möglichen Lösungen auf dem allgemeinen 
Schachbrett von n^ Feldern ein independenter Ausdruck gewinnen lasse, geht Günther nicht 
näher ein, er sagt nur: „Obwohl diese Aufgabe sicher nicht zu den unlösbaren gehört, so zeigen 
doch schon die bekannten Formeln, mittelst deren man die Anzahl der 2, 3, . . . p Diagonal- 
terme enthaltenden Glieder zu bestimmen vermag, wie ungeheuer kompliziert die Ausdrücke 
bei diesem ähnlichen, aber ungleich verwickeiteren Problem sich gestalten müssen.^^ 

§ 20. Olaisher's Verbesserung der Methode Gflnthers. Anwendung auf 

Schachbretter von 25^ 36^ 49^ 64 Feldern. 

Die angedeutete Verbesserung der Güntherschen Methode ist zuerst von Glaisher^) 
angegeben worden. Derselbe zeigt zuerst, dafs aus allen Lösungen eines Schachbrettes von n^ 
Feldern, welche kein a enthalten, durch Anhängen des in der ersten Hauptdiagonalreihe folgenden 
Gliedes (hn + i sich sofort alle Lösungen mit asn + i (^^^ einer Ecke) ableiten lassen^), dafs aus 
diesen durch Ersetzen einer jeden Zahl durch ihre Ergänzung zu 2n (d. i. Umlegen um die 
zweite Diagonale) alle Lösungen mit a^ erhalten werden. Durch Spiegelung nach der Seite 
(Glaisher wendet nur diese an) erhält er dann die übrigen Lösimgen, in denen Eckfelder vor- 
kommen. So erhält er aus den beiden Lösungen 

IV c^e^d^bß und e^b^Cßd^ 

1) J. W. L. Glaisher, M. A. (Profeseor an der Universität zu Cambridge). On the problem of the 
Eight Queens. Philosophical Magazine for December 1874. (11 Seiten.) 

2) Siehe § 7. 



fBr das Schaclibrett von 25 Feldern Fig. 44 die LösnogeD 

Y c^e^d^bgaf und c^i>,c,(^a, 
uDd aue diesen durch Et^änsuug der Indicea zn 10 die neuen 

c^f^tJjbja, und e^bgCid^Oi. 
Durcli seitliche Spiegelung d. i. durch EreeUen der i*" Spalte von recht« 
durch die r** Spalte von links erhält er dann die 4 Lösungen 
?*a>e,ieÄB, e,gsb^a,h^, ftC^d^cJc^, d^fiCta^hi. 
Dnmit sind alle Lösungen, in denen Eckfelder vorkommen können, 
gefunden, unil beim Aufsuchen der folgenden Glieder werden daher die vier Ecken durch 
Mallen oder Funkte ersetzt'). Da die Losungen, welche mit g^ beginnen, sich durch aeilliehe 
Spiegelung aus denen mit c, ableiten lassen mdsseu, so wird die Unterdeterminante mit g^ keioe 
neuen LSsnngen liefern können; da femer nach Auffindung aller Stellungen mit Cy durch Drehnng 
um 90", 180° 270* diejenigen mit g^, h^ und /^ und durch Spiegelung die mit g^, e^, f, 
und bf erhallen werden können, so reduziert sich die weitere Entwickelung auf die xweier 
Determinanten vierten Grades: 
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In der ersten Unterdeterminante werden nun noch alle Elemente gestriehen, 
welche e oder 2 enthalten, ehenso in der zweiten diejenigen Elemente, welche e oder 
3 enthalten, so dafs die weitere Entwickelung nunmehr an folgenden Unterdeterminuiten 
geschieht: 
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Da die Unterdeterminante Ton «, mit drei leeren Reilien natQrlicIi keine Lösung liefen 
in, 80 liabeu wir nur die er^re zu entwickeln. Sie liefert die beiden Produkte ; 
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wenn in den ünterdeterminanten wieder die eutaprecheuden Elemente durch Nullen ersetzt sind. 
Die erste Unterdeterminante verschwindet, und die zweite liefert die einzige mit e^ beginnende 
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Losung ^ty*^f\K' n^^ diese nur die Glieder c,, </«, h^^ f^ und %, das Mittelfeld, enthält, so 
liefert sie durch Drehen keine neue Liosung; die einzige andere Losung ist daher ihr Spiegelbild 
y^h^Of,c^ff,y Damit sind die 10 Lösungen des Schachbretts von 25 Feldern gefunden. 

Da diese alle den Buchstaben a enthalten, so giebt es für 36 Felder keine Losungen 
mit Ecken; eine Zerlegung nach c^ und e^ liefert nur eine liOsung, welche symmetrisch \^i und 
daher durch Drehung nur eine andere liefert, während beide durch Spiegelung je eine neue 
liefern. Ftlr 30 Felder giebt es daher nur 4 Losungen. 

Aus diesen werden dann, da sie kein a enthalten, die 4 Stellungen mit a,, für 
49 Felder, aus diesen durch Spiegelung vier neue, und aus diesen 8 noch andere S durch Umlegen 
um die zweite und erste Diagonale abgeleitet. Die Entwickelung nach c, liefert die andern 
4 Grundstellungen, aus denen dann durch Drehen und Reflektieren alle Stellungen gefunden werden, 
deren es für 4!> Felder im ganzen 40 giebt. 

Die Ableitung der zusammengehörigen Stellungen geschieht auf folgende Weise. 

Eine Drehung um \^f wird bewirkt, indem man jeden Buchstaben durch den gleich- 
weit von der ersten Diagonale auf der andern Seite derselben abstehenden (den zugeordneten) 
ersetzt und dieses Feld dann seitwärts spiegelt. Eine Drehung um IHO'^ erfordert die Ver- 
tauschung jedes Buchstaben durch den zugeordneten und gleichzeitige Ergänzung des Index zu 
2n\ die Drehung um 270° wird ausgeführt, indem man erst um 00^ und dann noch um \^f 
dreht Die vier reflektierten Stellungen werden dann aus diesen vier erhalten entweder durch 
seitliche Spiegelung derselben, oder dadurch, dafs man jeden Buchstaben durch den zu- 
geordneten ersetzt (Spiegelung oder Umlegen um die erste Diagonale), oder auch da- 
durch, dafs man statt jeder Zahl ihre Ergänzung zu 2n setzt (Umlegen um die zweite 
Diagonale). 

Glaisher leitet dann auf gleiche \Vei»e die LoKungen ab, welche sich für i\\ Felder 
ergeben, und bestätigt die von Nauck angegebene Zulil 1*2. 

§ 21. Die Methode von l)e U Noe narh LncaM. 

In einem Aufsätze von Lucas: „Le probleme des huit reines'' in der Kevue scientifique') 
werden Günthers und Glaishern Arbeiten kurz erwähnt und mitgeteilt, dafs schon im Jahre inriT 
die Herren Parmentier und de la No«* nach einer besonderen Methode die Aufgabe gelost hätten, 
ohne von den bereits gefundenen Losungen etwas zu wissen. Es wird zuerst gezeigt, wie aus 
einer Stellung eines Schachbrettes von M Feldeni durch Drehung um IHi"^ IHO^, 27<f^ drei ander« 
entstehen, und wie sich diese in der abgekürzten Bezeichnung durch achtstellige Zahlen aus 
einander ableiten lassen. Writer wird dann gezeigt, wie ami diesen 4 Losungen (nolutions 
adjointes) durch Umkehrung der Ordnung der horizontalen mlcr der vertikalen Iteihen (Spiegelung) 
vier neue Ijosungen (soIutions renversi^^s) entstehi^n. 

Lucas zeigt dann, dafs der Gang der Konigin die Kesultierende aus dem («äuge des 
Turmes und des Läufers ist, daf;« sich die Aufgabe der 8 Türme durcli Permutieren losen läfst, 



1) l*a lt«*vtio ik*i<*n(ili<|U«* «Ir la VxAnw <*! ilf» IVtranKrr. Janvii^r tSm» u Juill«*t 18S0. Parit tH80. 
S. U48 bin »63 
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wahrend die der 8 Läufer bedeutend schwieriger ist, und giebt der Aufgabe den folgenden 
arithmetiBchen Ausdruck, Qber den § 18 zu yergleichen ist: 

R^soudre le probl^me des huit reines revient a trouver tous les nombres de huit chiffret, 
formes des huit premiers chiffres, tous differents, mais dans un ordre quelconque, de teile sorte 
que la difierence de deux d'entre eux soit distincte de la difference des rangs qu'ils occupent: 
c'est aiusi que le probleme a ete pose nagu^re par BtL Lionnet dans les NouTclles Anuales 
de Mathematiqdes. 

Es wird dann GQnthers Methode kurz erläutert und zum Schlüsse dieser Erläuterung 
heifst es: y^Trotz aller von Günther und Glaisher bei dieser Frage aufgewendeten Geachicklich* 
keit scheint die Aufgabe der neun oder der zehn Königinnen auf dem Schachbrett von 81 und 
100 Feldern durch diese Methode fast unzugänglich/' 

Die Methode von de la Noe besteht in der in § 2 angedeuteten Zerlegung des Schach- 
bretts in Ränder (bandes). Derselbe besetzt zuerst ein Feld des inneren Vierecks mit einer 
Konigin, und stellt dann im folgenden Rande soviel Königinnen als möglich auf alle mögliche 
Arten auf, wobei Stellungen, welche aus andern durch Drehung oder Spiegelung entstehen 
können, nicht weiter untersucht werden. Hierauf stellt man auf dem dann folgenden Rande 
möglichst viele Königinnen auf und findet, dafs eine Stellung, bei welcher die beiden 
innersten Ränder besetzt sind, nicht möglich ist (für 64 Felder und fiir kleinere 
Schachbretter)'). 

Indem man nun wieder ein Feld des inneren Vierecks besetzt, den folgenden Rund 
aber leer läfst, und auf dem dritten 3 Königinnen aufstellt, findet man durch Besetzen des 
äufseren Randes mit den übrigen vier die 4 einfachen Stellungen, welche dem Typus 1034 
entsprechen. Indem man dann weiter das innere Viereck freiläfst, und drei, zwei, eine Konigin 
auf dem folgenden Rande aufstellt, findet man die Stellungen vom Typus 0314, 023 3, 
0224, 13 4, und endlich durch Freilassung der inneren beiden Ränder und Besetzen der 
beiden folgenden mit je 4 Königinnen erhält man die symmetrische Stellung vom Typus 4 4. 

Die folgende kleine Tabelle enthält nach der hier eingeführten Bezeichnung der 
Grundstellungen für die Schachbretter IV bis VIII eine Zusammenstellung derselben mit 
ihren Typen. (Die symmetrischen Grundstellungen sind durch *, die doppelt-symmetrischen 
durch ** bezeichnet.) 
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1) Ihis Schachbr«*!! von 100 Feldern hat jodoch 10 GrandfetcUungon , in denen beide innente Rätfdt-r 
mit j«* rintT Kflni^in beM'tit nind. Sii*ht* TaU*ll*.* 15, Tjrpat 17) untl 18). 
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Zur bequemeren Übersicht stelleu wir fQr die Schuchbrettor VII uuil VIII auch noch 
die Terscbiedenen Typen mit den zu ihnen gehörenden Grundstellungen zusammen: 

VII VIII 
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AnmcrkoiiK. In Tabelle 14 and Tabelle 16 tind fOr die Scbachbrt'tter Ton 81 und 100 Foldcrn 
die <inindttellunf;on und Typen in gani gleicher Weite wie hier tosammengettelli. 

§ 33. Die Ton mir anfcewandt^ Methode für OBntherH BeielehniingMirt. 

In seiner Determinanientheorie führt GQnther') die I/isung der vorliegenden Aufgabe 
als instruktives Beispiel f&r die Anwendung der Determinanten an, und giebt nach der in § 11) 
angeflihrten Methode die Losungen fQr Iß Felder. Durch diese Stelle erhielt ich im Jahre 1H75 
die erste Kenntnis von der Aufgabe. Da dieselbe mich interessierte, so dehnte ich allmählich 
die Auflosung derselben auf 25, 36, 49, (>4 Felder hxm^ Als ich die von mir gefundene Anzahl 
der Cirundstellungen und der Lösungen Herrn Prof. UQnther mitteilte, erfuhr ich, dafs auch 
(.taufs für 64 Felder die von mir gefundene Zahl 92 angegeben habe. Ich suchte zwar noch 
die Losungen flSr 81 Felder, glaubte aber, dafs die Lösung der Aufgabe anderweitig jedenfalls 
auch schon weiter fortgeführt sei, und Hefa dieselbe ganz liegen. 

Im Frühjahr vorigen Jahres kam ich erst wieder auf meine Auflösungen zurück und 
wandte mich mit einer Frage über den jetzigen Stand der Losung an Herrn Prof. Günther. 
Bereitwilligst verwies mich derselbe auf seine Abhandlung in Grunerta Archiv und übersandte 
mir die oben erwähnten Arbeiten von Glaisher und Lucas, aus denen ich ersah, dals die Losung 
der Aufgabe über 64 Felder hinaus noch nicht veröffentlicht war. Da die Zahl der Grund- 
stellungen mit einer Ecke für 10 . 10 Felder, welche auf die in § 7 angegebene Weise gefunden 
wurden, 32 betrug, während für 9.U Felder 14 solcher Grundstellungen vorhanden waren, und 
ich so erwarten durfte, dafs die Zahl der Lösungen für 1() . 10 Felder das Doppelte oder Drei- 
fache der Losungen für 9 . 9 Felder nicht bedeutend Obersteigen würde, entschlofs ich mich, die 
Auflösung auch für 1(X) Felder zu suchen. 

Von Günthers Bezeichnung der Felder und der Lösung durch Determinanten ausgehend 
fand ich bald die § 19 angedeuteten und von Glaisher auerst veröffentlichten Abkürzungen, die 
sich bei längerer Anwendung dieser Methode gana von seibat ergeben. Ich zerlegte also die 
Determinanten in Unterdeterminanten, und diese dann weiter, bis ich auf Determinanten kam» 
die sich leicht übersehen liefsen; dabei strich ieh diejenigen Elemente durch, welche mit den 



1) Dr. Stegmond Gflnther (rrivstdosent am Polxiecbaikum so MOaobea), Lebrback der 
Tbeorio für Studierende. Erlangen 1875. Kafi. II, f U (8. 48). 
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vor der Unicrdeiermiuante siehenden Elementen gleiche Bnchstaben oder gleiche Zahlen hatten, 
und ersetzte sie beim folgenden Hinschreiben durch einen wagerechten Strich. Später erspart« 
ich das Hinschreiben und Ausstreichen der überflüssigen Elemente durch die in § 4 beschrie- 
benen Sterne. 

Hat man z. B. für das Schachbrett VH aus den Losungen von VI nach § 7 die Losungen 
mit Ol abgeleitet und für die weitere Untersuchung die Ecken gestrichen; so hat man noch die 
mit b^ und J, beginnenden Lösungen zu suchen. Für b^ bleiben in der zweiten Spalte noch 
^hf fc) ''?> K] ^^^ ä^ ^^^ dritten Spalte für b^d^ noch Cj,, /J,, h^, für b^f^ noch e,, a^, A,, fQr 
b^^l^ noch €^f a^ und für b^k^ noch e^^ a^,, d^. Im ganzen sind daher für folgende 17 Produkte 
die Unterdeterminanten vierten Grades zu bilden: 

1) 6*^5^5 4) ^i/e^ 7) b^li^e^ 10) bj\a^ 



2) hdrj. 



f>) Kfd ^5 

G) bj'ji^ 



8) b^hTÜr^ 

9) b^k^e^ 



11) b,k,d, 

12) dj,c, 



13) (hfeK 

14) dji^c^ 

15) rfj/i^fcß 



10) d^k^c^ 
17) rfji-gfce. 
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Die erste Unterdeterminaute hat in der vierten Zeile nur das Element f^^j und in der zweiten Spalte 
nur das Element o^, die daher beide in einer etwaigen Losung vorhanden sein müssen; für sie 
bleibt in der dritten Spalte nur noch das Element g^ und in der vierten c^^\ wir erhalten also 
als neue Lösung 

3 . 1 6,d5^/io^.»^H^ix- 

Die zweite Unterdeterminante ist in der vierten Zeile leer, sie kann also keine Losung geben. 

Die dritte Unterdeterminante hat in der zweiten Spalte nur €^\ für c^ ist in der ersten 
Spalte nur noch g^ und in der vierten nur noch c,^ verfügbar, welches aber c,o in der dritten 
Spalte ausschliefst, so dals dieselbe dann kein Element mehr enthält. Wir erhalten daher 
keine Lösung der Aufgabe, so dafs mit b^d*, nur die eine neue Lösung 3 . 1 sich ergiebi. 

Während für kleinere Schachbretter das in § 4 angegebene Verfahren mit Hilfe der 
Sterne allein am schnellsten und bequemsten zum Ziele führt, erfordert dasselbe bei den gröfseren 
Rrettern das Auflegen von so viel Sternen, dafs die Uebersicht darunter leidet. Ich habe et 
bei denselben nur für die ersten drei oder vier Vertikalreihen angewendet, die noch bleibende 
Unterdeterminanto dann aufgeschrieben und weiter untersucht 

WA der Untersuchung der Unterdeterminanten zeigt sich der grofse Vorzug der 
(lüntherschen Bezeichnungsweise der Felder. Da nämlich in denselben die Elemente einer 
Zeile oder Spalte stets wieder in einer Zeile oder Spalte auftreten, so macht es nicht die 
geringste Schwierigkeit, dieselben in jeder Unterdeterminante wieder zu erkennen. Dagegen 
ist die Lage der Elemente^ welche einer Diagonalreihe angehören, durch die ausgefallenen 
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ganz venichobon, iio dafn man nur bei dieser Bezeichnung die Elemente einer früheren Diagonal- 
reihe leicht und sicher erkennen kann. 

FQr das Schachbrett VIII hat man zur Ableitung der mit b, und c/, beginnenden neuen 
I/osungen 26 Unterdeterminanten fünften Grades zu untersuchen, für das Schachbrett IX 
schon 134 Unterdeterminanten fünften Urades, während für das Schachbrett X die Zahl der 
Unterdeterminanten sechsten Grades 2iK> betragt^ um die mit &,, (/,, f^ beginnenden Liosungen 
EU finden. 

Bei der Untersuchung dieser Unterdeterminanten benutzte ich Papier, welches durch 
Linien in kleine Quadrate geteilt ist, und um das weitere Zerlegen in Unterdeterminanten 
niedrigeren Grades und stets erneutes Hinschreiben derselben zu ersparen, wandte ich zu dem 
Papier passende Kreuze an, welche, auf ein Feld gelegt, dessen Zeile und Spalte bedeckten, 
da Sterne wegen der Verschiebung der Diagonalreihen hier nicht zu verwenden waren. 

Während Glaisher die Determinanten nach den Elementen der Horizontal reihen zer- 
legt, wählte ich hierzu die Elemente der Vertikalreihen, da beim Aufschreiben einer liosung 
die einzelnen Elemente sofort ihre Stellung in der betreffenden Vertikalreihe andeuten. Ich 
ordnete auch jede aufgefundene Losung stets nach den Vertikalreihen, so dafs eine übersichtliche 
Reihenfolge derselben dadurch sich von selbst ergab. Dagegen giebt Glaisher die Losungen 
stets so, wie er sie bei der Drehung oder der Spiegelung erhält, bald also von ol>en nach unten 
oder umgekehrt, bald von links nach rechts oder umgekehrt, so dufs eine Übemicht über die 
Losungen schwerer zu gewinnen ist Hierbei leisteten mir die in § 1^ beschriebenen dunh- 
lochten Grundstellungen die besten Dienste. 



§ 23. ZQHammeiistellaiig der Reiialtjite. Die AanöHungen für 81 and 100 Felder. 

Die folgende Tabelle enthält eine kurze Zusammenstellung der von mir gefundenen Zahlen. 
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Die Zahlen für die Schachbretter bis zu t>4 Feldern sind wohl als durchaus sicher zu 
betrachten, da sie von verschiedenen Seiten gefunden worden sind, während die Zahlen für die 
Schachbretter IX und X hier zum erstenmal veröffentlicht werden, und daher als noch nicht 
ganz feststehend )>et rächtet werden können. 

An der Hiohtigkeit der Zahl der liOSungen flir Ml Felder habe ich nur geringe Zweifel. 
Bei der .-VufMuchun^ der Losungen verfuhr ich in folgender Weise. Um die für das Schach- 
brett VIII gefundenen Losungen (mit freien Diagonalen) zu kontrollieren, suchte ich zuerst flir 
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das Scliaclibrctt IX in nebenstehender Bezeicbonng (Fig. 45) 
die Lösungen mit a,. Darauf suchte ich die mit 6, beginnenden 
Stellungen mit Beibehaltung der Ecken, dum die mit d, 
beginnenden Qmndlösuugen, indem ich die Ecken und die 
an sie anstofsenden Felder der äufsem Reihen fortstricfa, 
und schliefslich die mit f^ beginnenden mit WeglMSung auch 
der folgenden, d^ entsprechenden, Elemente in dem äuüierB 
Itande. Nachdem ich nun fQr die gefundenen 4G Gmod- 
stellungen die durchlochten Schachbretter angefertigt hatt«, 
sachte ich durch Drehen und Umlegen alle LSsungen einer 
jeden Grundstellnng in Gestalt von neunstelligen Zahlen, 
um sie nach diesen bequemer zu orduen, und dann auch in 
der GDntherschen Bezeichnung, und reraab jede mit der 
Grundstellungs- und Stellungszahl, so dafs ich im Stande 
war, leicht entscheiden zu können, ob eine gefundene Losung schon bekannt war. Zur Probe 
suchte ich nun mit Beibehaltung aller Felder alle Lösungen, welche mit dg, ft, A, beginnen, 
und fand nur die schon bekannten wieder. 

Nachdem ich mich so Obenseugt halten durfte, für 81 Felder alle Lösungen gefunden 
zu haben, suchte ich aus ihnen für 100 Felder zuerst (noch § 7) die Lösungen mit a,, darauf auf 
dem nach Fig. 46 bezeichneten Schachbrett die mit b,, 
mit d, und mit f^ beginnenden neuen Lösungen mit 
W^Iaesung der durch Drehen und Umlegen m finden* 
den Lösungen. Von den so gefundenen 92 Gnmd- 
Btellungen fertigte ich wieder die durchlocht«u 
Schachbretter an, bildete sämtliche 724 Lösungen 
in zehnstelligen Zahlen and ordnete sie, um dann 
ähnliche Proben, wie bei IX, rorzunehmen. Trotzdem 
ist es sehr wohl möglich, dafs mir bei der grofsen 
Menge der zu untersuchenden Determinanten einige 
Grundstellungen entgangen sind. 

Auf den beigefügten Tafeln habe ich die Grund- 
Stellungen sämtlich dargestellt, so ilafa man mit ihrer 
Hilfe fflr jede beliebige Bezeichnung der Felder die 
entsprechende Lösung leicht ablesen kann. Tafel I 
enthält die bis jetzt allein veröffentlichten Lösungen 
der Schachbretter IV, V, VI, VII und VIII, die 
Tafeln II und III diejenigen des Schachbrettes IX, und die Tafeln IV bis VII die des Schachbrette» X 
Die beigegebenen Tabellen 5 bis 13 enthalten die Lösungen teils in der abgekOntaB 
Bozeichuung als nstellige Zahlen, teils in der Uflntherschen Bezeichnung, beide noch steigenden 
Zahlen der einzelnen Vertikalreihen geordnet mit BciRlgung der Grundstellungs- und Stellung«- 
zahl. FOr die Schachbretter IV bis VIII sind sämtliche Lösungen in beiden Bezeichnnngea 
gegeben; beim Schachbrett VHI sind die Lösungen der zweiten Hälfte so neben die der ersten 
Uäirie gestellt, dafs die Spiegelbilder (an der unteren Kante) neben einander stehen, wie die 
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beigefQgtcii Stelluuginummeni zeigen. Für die Schachbretter IX und X bah«! ich ilnh^r uur 
die enie llülfte der Lüsungen augegeben, da die der andern Hälfte in tl- und lO-Htelligen 
Zahlen leicht hinzuschreiben sind. FDr IX habe ich auch die erste ilÄirte der Lösungen in 
Gdnthcrs Beaeicbnung gegeben, fDr X dagegen nur die lirundatellungen. Endlich habe ich nucb 
fflr das Schachbrett XI die 48 Grundstellungen mit einer Ecke nebst ihrem Spiegelbild« an 
der ersten Diagonale beigefQgt. 

Bei den Schachbrettern IV bis IX bezeichnete ich der gewühnlichen Zählweise ent- 
sprechend die erste Horizontalreihe mit 1, die zweite mit 2 u. s. w., bei den Schachbrettern X 
und XI bezeichnete ich dagegen die erste Zeile mit 0, die zweit« mit I, die zehnte mit !>, und 
die elfte bei XI durch m (als Zeichen fQr zehn), da ich auf diese Weise die Lösungen beider 
als 10- und 11-stellige Zahlen darstellen konnte. 

In den Tabellen 14 und 15 sind fQr die U rundste llungon von IX und X noch die Typen 
Ton de la NoÖ angegeben. (S. § Ül.) 

)| 24. Vorkommen drr elmelnrn Felder In den (iruBdHl«llungeB und In allen LMMitmi. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie oft jedes einzelne Feld sowohl in allen (ii rundslelluogru 
als auch in allen Lösungen eines Schachbrettes besetzt ist, indem wir in jedes einzelne Feld 
die betreffende Zahl eiiischretbeu wollen. FQr die kleinen Schachbretter erhält man diese Zolilen 
leicht durch Abzählen an den geordueten Lösungen. Ko findet man fllr die Schachbretter IV, 
V, VI und VII leicht folgende Zusamuienstellungen Rlr alle Lösungen: 
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Man nberaieht leicht die symmetrische Anordnung der Zahlen in den einzelnen Quadranten und 
den Urand derselben. 

Für die gröfsoren Schachbretter erscheint es bequemer, nur ftlr die Ürondstellungen 
diese Zahlen durch Abzählen zu suchen, und aus diesen dann die Zahlen lUr alle Lösungen ab- 
tuleilen. Man mufs dazu alle auf denjenigen K Feldern stehenden Zahlen, welche durch Drehen 
und Umlegen auf einander fallen, zu einander addieren, und die Summe auf jede« der H Felder 
schreiben, so daCi die tt susamniengehririgen Felder stets dieselbe Zahl haben. Auf den beiden 
Diagonalen, auf welchen nur vier Felder zusammengehriren, sind diese Zahlen daher zu ver- 
dup|)cln. Die bei den syinnietriMcht-n liriuuUlellungen »ich ergebend<>n Zahlen sind durch 2 
zu dividieren i,l>ei den doppelt-symmetrisrhen durch 4). 
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FOr die ScbacLbretkr VUI uiiJ IX fiudeu wir so folgende Zahlen. 
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FOr «lu Schachbrett X leitete ich diese Zahlen in folgender Weise ab. Zuerst bildete 
ith die zwei vorhergehenden und die zwei fulgenden Tüfelchen fDr die inita,, b|, d^ff^ beginnenden 
Grundstellungen, in denen ich der KOne halber die bei letzteren drei voricommende eine sym- 
metrische Orundstellnng durch einen Stem bezeichne. 
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Durch Übereinanderlegen derselben erbJcU ich dann die folgenden beiden Tüfelchen: 
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X. Die 3 tjnmiptriMben Grund- 
■trlluDuro. 
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I diesen beiden ergab sieb dnrcb Drehen and Umlegen endlicb das folgende: 
X. Alle 724 LSaim««!. 
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In jedem Täfelcbes mnü oatOrlicb die Summe der Zahlen in allen Horizontalreibai 
und in allen Veitikalreiben dieselbe, nämlicli gleich der in demselben dargestellten LSsnngcD 
Hi;in. Die Summen der in den einzelnen Diagonalreihen besetzten Felder ist im folgenden Pars- 
gra|then angegeben. 

g 25. /abl der welfgeii and der schvarzen Felder in den Ginndstellangen und ia 
allen LösangeD. 

GOnlber fQhrt in seiner Abhandlang') eine Stelle aus Lange*) an, welche lautet: ,3^ 
merkenswert ist noch, dafa bei jeder Reihe die eine Hälfte der 8 Damen auf weiTsen, die andere 
Hälfte auf schwarzen Feldern steht, durch welche Regelmäfsigkeit gewiBserma&en die Natnr in 
Läufers, der in der Dame steckt, ihren Änsdrack findet" 

Nach dieser Bemerkung kSnnte es scheinen, als ob bei allen Schachbrettern, wenigstem 
bei denen mit geradem n, eine solche QeBetsmälsigkeit vorbanden sei. Das iat jedoch nur 
noch bei dem Schachbrett ron 4' Feldern der FalL Bei dem Schachbrett VI sind dagegen 
xtet« 2 besetzte Felder von einer, and die andern 4 von der andern Farbe, und bei 
dem Schachbrett X sind stets 6 von der einen und 4 von der andern Farbe. Bei den 
Schachbrettern von n* Feldern mit ungeradem n ist der Unterschied der besetzten wöTsen und 
der besetzten schwarzen Felder nicht nur gleich 1, sondern auch gleich 3, wie wir gleich nock 
näher sehen werden. 

Besonders bei der Bildung der zusammengehörigen Stellungen zeigt sich ein Unterschied 
zwischen den Schachbrettern von n* Feldern mit geradem ti und denen mit ungeradem fi. Ist 
n gerade, so geht durch Drehung einer Stellung um 90° ein weifses Feld stets in ein Schwann 
aber und umgekehrt Es wird daher die Summe der besetzten weifsen Felder in den 8 (oder 
4 oder 2) zusammengehörigen Stellungen stets gleich der Summe der besetzten schwarseo 
Felder, und daher allgemein die Summe der weifsen besetzten Felder in allen Lösungen eiücs 



I) ft. b. 0. 9 a. 

S) I'MRe, Lehrbuch den Scbachipiiil*. Halle 18fl6. 
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solchen Schachbretts gleich der Summe der schwarzen Felder in allen Losungen sein. So sind 
in den 2 Losungen des Schachbretts IV im ganzen 8, also A weifse und 4 schwarze Felder, 
in den 4 Losungen des Schachbretts VI im ganzen 24, also 12 weilse und 12 schwarze Felder 
besetzt, während in den 92 Losungen von VIII im ganzen 8 • 92 — > 736, also 368 weifse und 
ebenso riele schwarze, in den 724 Losungen des Schachbretts X aber 362() weifse und ebenso 
riele schwarze Felder besetzt sind. 

Ist dagegen n ungerade, so tritt bei einer Drehung um 90^ und bei einer Spiegelung 
an einer Seite des Quadrats an die Stelle eines weifsen Feldes wieder ein weifses und an die 
Stelle eines schwarzen wieder ein schwarzes. Während bei geradem n die Anzahl der besetzten 
weifsen Felder durch Drehung um 90^ in die der schwarzen übergeht, bleibt hier die Summe 
der weüsen Felder in allen 8 zusammengehörigen Stellungen stets die gleiche, ebenso die der 
schwarzen Felder. Wenn wir daher annehmen, dafs die erste Diagonale (ron oben links nach 
unten rechts) stets weiCse Felder enthalte, so hat bei dem Schachbrett V die unsymmetrische 
Grundstellung 3 weifse und 2 schwarze, die doppelt- symmetrische dagegen 1 weifses und 4 
schwarze Felder, so dafs in allen 10 Lösungen 8 . 3 + 2 •» 26 weilse und 8 . 2 + 'l • 2 >» 24 
schwarze Felder besetzt sind. Bei dem Schachbrett VII hat die zweite Grundstellung 5 weifse 
und 2 schwarze Felder, die übrigen 5 (unter denen 2 symmetrische sind) haben je 3 weifse und 
je 4 schwarze Felder, so dafs die Summe aller weifsen besetzten Felder 8.5 -f 3.8.3 -f- 2.4.3 •» 136 
ist, während die Summe der schwarzen 8.2-f3.8.4-f2.4.4>->144 ist Das Schachbrett 
IX hat in den meisten Grundsiellungen 5 weifse und 4 schwane Felder, nämlich in den 4 
symmetrischen und in 36 unsymmetrischen; in den übri^i*n 6 unsymmetrischen aber (nämlich 
in den Grundstellungen 20, 21, 22, 23, 25 und 36) sind 3 weilse und 6 schwarze Felder, so 
dals die Anzahl der weilsen Felder in allen Losungen 36.8.5-|-4.4.5-f~^*^*«^" 1664, 
die der schwarzen 35. 8. 4 + 4. 4. 4 + 6. H. 6— 1504 ist. 

Wir können die hier gefundenen Zahlen auch aus den im Torigen Paragraphen gefun- 
denen Felderzahleu ableiten und so die einen durch die anderen kontrollieren. 

Da nämlich in der ersten, dritten, fünften u. s. w. Diagonalreihe weifse, in der zweiten, 
▼ierten, sechsten u. s. w. schwarze Felder stehen, so erhalten wir durch Addition aller Felder* 
zahlen der ungeraden Diagonal reihen alle weifsen, durch die der geraden Diagonal reihen alle 
schwarzen Felder, während die Summen der besetzten Felder in den einzelnen Diagonalreihen 
aus den Täfelchen des vorigen Paragraphen für alle Lösungen leicht erhalten werden. 

So »ind für das Schachbrett IV 

in den Diagonalreihen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 

0, 2, 2, 0, 2, 2, besetzt« Felder. 

Daher ist die Zahl der weifsen Felder + 2 + 2 + — 4 ; 
und die Zaiil der schwarzen Felder 2 + + 2 -»4. 

Hei dem Schachbrett V sind in den Diagonalreihen 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

2, 4, 6, 8, 10, 8, 6, 4, 2 beseUte Felder. 

Weilse Felder 2+6 + 10 + 6 + 2 — 26. 

Schwarze Felder 4.^8 +8+4 —24. 
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Das Schachbrett VI hat in den Diagonalreihen 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 

0, 2, 2, 4, 4, 0, 4, 4, 2, 2, besetzte Felder. 

Weifs bind + 2 + 4+4 + 2+ 0=12. 

Schwarz sind 2+4 + 0+4+ 2 =12. 

Ferner findet man fttr die Diagonalreihen der grofseren Schachbretter der Iteihe nach 
die folgenden Zahlen der besetzten Felder, wobei wir nur bis zur Hauptdiagonalreihe gehen, 
da nach dieser dieselben Zahlen in umgekehrter Reihenfolge sich wiederholen: 

VII 4, 14, 16, 24, 30, 34, 36; 

VIII 4, 16, 48, 64, 56, 72, 76, 64; 

IX 28, 60, 126, 176, 232, 252, 302, 264, 288; 

X 64, 96, 192, 368, 404, 484, 570, 548, 580, 628. 

Aus diesen Zahlen findet man dann die oben schon gegebenen Zahlen der weifsen und 
der schwarzen Felder. (Es mag noch bemerkt werden, dafs nach Günthers Bezeichnung die 
weiüsen Felder ungerade, die schwarzen gerade Zahlen als Indices haben). 

§ 26. Zusammenliängeiide Losangen fttr die TorHchledenen Schachbretter. 

Es giebt bei den meisten Schachbrettern verschiedene Losungen, welche in eine andere 
Losung übergehen, wenn man eine äufsere Reihe auf die entgegengesetzte Seite des Schach- 
bretts stellt. Dies wird nämlich dann der Fall sein, wenn das besetzte Feld dieser Reihe in 
seiner neuen Lage freie Diagonalreihen vorfindet. Wir wollen solche Losungen zusammen- 
hangende Losungen nennen. Um zu untersuchen, ob eine Losung mit einer andern zusammen- 
hangt, mufs man jede der vier äufsem Reihen auf die andere Seite des Brettes stellen und sehen, 
ob diese Umstellung zu einer Losung führt 

Bei dem Schachbrett IV ist eine solche Umstellung nicht möglich. 
Bei den Losungen des Schachbretts V kann man dagegen jede äufsere Reihe weg- 
nehmen und auf der andern Seite ansetzen. Setzt man z. B. in der Lösung 1 . 1 

die oberste Reihe unten an, so erhält man ^ > ^y 

die unterste Reihe oben an, so erhält man 1 . 3, 

die erste linke Reihe nach rechts, so erhält man 1.2, 
die erste rechte Reihe nach links, so erhält man 2.5^ 

Dies W*rfahren kann man bei jeder Lösung wiederholen. Setzt man z. B. in der 

Lösung 1 . 1 die jedesmalige vorderste Vertikalreihe rechts an, so erhält man nach einander die 

Lösungen 

13524, 35241, 52413, 24135, 41352, 13524, 

d. i. 11, 1 .2, 1 .4, 1 .3, 2.5**, 1. 1. 

Setzt man dagegen die obenite Reihe stets nach unten, so erhält man nacheinander 
durch wiederholte Erniedrigung jeder Zahl um 1: 

13524, 52413, 41352, 35241, 24135, 13524 
1.1, 1.4, 2.5**, 1.2, 1-3, l.L 
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Wir wollen dies« Eigentamlichkeit auf 
nebenstehende Weise verauschautichen : 

Du linke Schachbrett «eigt die Grund- 
■tellong V . ) . 1 ; io das rechte sind die L5sutigen 
eingeschrieben, deren linke obere Ecke in dem 
eu t ep rec heudes Fei de der Figor links beginnt 
Han bat dann rechts und unten so viele Reihen 
von links und von oben ancusetzen, als Eur Bildung 
)]«■ betreffenden Schachbretts ndtig sind. 

Die cinzi 
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zusammen, Wie w] 
zeigen : 



ige {.tnmdstellung des Schachbretts VI läfst keine derartige Umstellung zu, da. 
dem SchachbrettVlI die vier Grundstellungen 1,2,4*, 6 auf ganz ähnliche Weise 
ir es bei den Lösungen des Schachbretts V gesehen haben, und wie es folgende Figoreo 
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Ilei dem Schachbrett VIII hängen 7 Grundstellungen in folgender Weise zusammen: 
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Wie man aus dieser Darstellung siebt, mufs man bei mehreren Ijüsungen, um xa einer 
mit ihr lusammeuhängeuden lu gelangen, zwei äursere Reihen gleicfaieitig aasetsen. Um 
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z. 6. aus 1.1 die Lösuug 2 . 3 zu erhalten, mala man die erste linke Reihe nach recbU mtd 
die oberste Reibe nach unten ansetzen; dasselbe ist nStig, um aus 2.3 die LSsung 11 . 8, and 
aus ihr dann 3 . 4 zu erhalten. In welcher Weise mao aus der Darstellnog einer Lösung 
durch eine achtstellige Zahl die Qbrigen abzuleiten vermag, zeigt folgende Zosammenstellong: 



6 8 6 3 18 4 
4 7 5 3 6 13 8 
6 4 15 8 2 7 3 



8 8 4 7 16 3 



4.3 
8.7 



4 3 7 3 6 S 6 t 

2 7 S 6 S 6 1 

8 S 1 6 3 & 7 4 

3 7 3 8 G I 4 6 

3 7 9 S 5 1 4 
36174836 

8 6 17 4 8 8 



Auf deu Zusammenhang dieser 7 Grundstellungen bat zuerst Lucas') hingewiesen und 
gezeigt, wie man aus einer LSsong die Qbrigen ableiten kann. Die figOriiche Darstellong der 
Lösungen ist dort jedoch eine andere. 

Die andern 5 Grundstellungen des Schachbretts VIII Ussen keine Umstellung zu. 

Bei dem Schachbrett IX haben wir drei Gruppen von je 11, je 8 und je 5 Gmnd- 
Ht«llungen, welche, wie die Gruppe VIII, eine gewisse Aehnlichkeit darin zeigen, dats sie Über 
das ganze Schachbrett sich ausdehnen, und eine Periode zeigen, indem an die letzte Stellui^ 
die erste sich wieder anschliersL Diese drei Gruppen sind, wenn wir nur die Grundatellungs- 
und Stellungszahlen augeben, die folgenden: 
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Aufserdem kängea Docb znaammen: 
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während jede der drei Grundstellnngeii 24 . 1, 35 . 1, 38 . 1 mit ihrer Stelltmg 3 zusammeDhöugt. 
Bei dem Schachbrett X endlich habe ich die folgenden Gruppen znaammenhängender 
LSsangen gefunden: 
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Die erete Gruppe, welche allein periodisch ist, umfafst 14, die zweite 12 und die 
folgenden 4, 3 und 2 Grundstellungen, so dafs noch 21 Grundstellungen vorbanden sind, welche 
keine derartige Umstellung zulassen. 



Zum Schlüsse gebe ich dem Wunscbe Ausdruck, dafs diese kleine Abhandlung Ver- 
anlassung geben m5ge, die von mir für 9 . 9 und für 10 . 10 Felder hier zuerst gegebenen 
Lösungen zu prüfen und nötigenfalls zn berichtigen. 

Wenn 80 ffir eine gröfsere Zahl von Schachbrettern die Aufgabe sicher gelöst sein 
wird, läfst sich vielleicht auch die Losung der allgemeinen Aufgabe in Angriff nehmen. 
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Tabelle 10. 
Lösungen des Sohaohbrettes IX von 81 Feldern. Ente Hftlfte. 
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Tabelle 10. 
LöBiingen de» Bohaohbrettes IX von 81 Feldern. Erste H&lfte (Fortsetrang und SohluTlB). 
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Tabelle 11. 
Lösungen des Sohaohbrettes Z von 100 Feldern (erste Hälfte). 
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54.1 


16 


9 6 8 


2 4 17 5 


15.1 
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22.5 


95 


2 


03748 
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16 
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7 3 8 2 5 


13.5 


56 


82 
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32.1 


96 
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55.1 


17 
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16.1 


57 
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28.6 
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18 
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6.5 
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30.6 
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3 6 4 9 


21.3 


19 
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59 
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10.5 


i 99 


9 2 8 


5 3 6 4 
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20 


6 
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18.1 
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31.5 
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3 
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21 
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19.1 


61 
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7942 5 


12.5 


1 


18 7 4 
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59.1 


22 
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20.1 


62 
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2 
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21.1 


63 
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32.5 


3 
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3 0475 


61.1 


24 
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22.1 


64 
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25.5 
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23.1 


65 
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5 
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26 
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35.1 


7 
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28 
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36.1 
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29 


93 
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25.1 


69 


968 
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37.1 


9 
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30 


82 7 


3 1946 


26.1 


70 


146 09 


5 8 2 7 3 


38.1 
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31 


9 
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27.1 


71 
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32.6 
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49 
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72 


83 
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4.5 
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26.5 
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44.1 
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Tabelle 11 (Fortsetzuug). 
Lösungen des Sohaohbrettes X von 100 Feldern (erste H&lfte). 



• 

^ r 




1 .2 »1 


i« 




1 


1 ? 


u 
■ Ä 

1 




1 


Qt 

a 


• ! 


Bczeiohnung 


2ll ! 


• 


Bcxeichnung 


^•§1 


1 ® 


Boscichnnng | 


5 "^ 3 


Laufen 


nacli Figur S4 


1^1 ' 

2 «^ ' 
o 


' 1 
s 


uftoh Figur 84 

1 


2 " 




1 

h3 


nach Figur 84 

1 


.«So« 

9 « 

hm 


121 


2 4 8 3 


9 7 6 16 


72.1 


161 ' 


2 8 17 4 


6 9068 


85.2 


201 


3 5 2 9 1 


6807 4 


76.2 


1 o 

•0 


9 


6 16 7 


15.2 ! 


2 


9 4 


6 3 6 7 


69.3 


2 


6 


07418 


64.3 


3 


5 


9 16 7 


37.2 


8 


6 7 1 


3 6 4 9 


23.3 


8 




4 18 7 


35.2 


i 4 


9 7 3 


16 8 5 


19.2 


1 

4| 


9 l 


6 0374 


86.1 


4 


7 1 4 


8 6 9 2 


34.7 


5 


2 5 19 


8 4 7 3 6* 


73.1 


6| 


12 9 18 6 


3 7 4 6 


35.4 


5 


9 1 


6 2 084 


74.2 


! 6 


8 9 


8 4 7 16;: 74.1 


61 

1 


3 6 8 


16 7 4 


40.4 


6 

1 




80 2 4 


73.2 


7 


7 3 


69 184; 75.1 


1 

7 

1 


80 


4 6 16 7 


37.4 


7 


8 2 


7 1469 


5.3 


8 


4 


3 9 681 67.6 


8 


5 18 


4 7 8 6 


42.4 


8 


9 


6 17 4 


6.2 


9 


9 


8 4 13 6 


76.1 1 


9 




6 3 7 4 


41.4 


9 




7 14 6 


7.2 


' i:jü 


3 


04186 


77.1 


170 


6 1 3 


7 4 8 6 


66.4 ; 


210 


4 9 


2 7 16 


89.1 


1 


8 3 


6 9 14 7 


♦78.1.8 


1 


8 


4 18 67 


57.4 i 


1 




6 17 2 


82.fi 


2 


, 


7 1 4 


79.1 1 


! 2 


1 


8 6 4 7 


1 62.4 


1 2 


3 5 9 2 


7 4 18 6 


86.4 


3; 


1 

7 


3 16 4 9 


22.3 ' 


3 


4 


8 5 7 13 


49.4 


1 

3 


4 


7 18 6 


8.2 


4 


9 


4 6 13 7 


80.1 


! 4 


8 


4 1763 


34.4 


4 


4 1 


7 2 6 8 


23.2 


5 


1 3 


6 9 704 


! 64.2 ' 


. ö 


7 4 


15863 


56.4 


6 


6 


02718 


60.3 


6 




4 


! 18.6 , 


6 


1 3 


864 06 


46.4 


6 


3 6 051 


9 7 2 4 8 


48.3 


7 


7 


3 6 4 9 


i 20.3 


7 


4 1 


8 6 8 6 


60.4 i 


7 


8 


17 4 2 9 


22.7 


8i 


47 


3 16 9 


14.3 


8 


3 4 7 9 


2 6 8 16 


68.5 


8 


2 5 1 


9 8 4 7 


73.3 


0' 


! 6 

1 


3 14 7 9 


2.8 ; 

1 


1 9 


6 8 1 


7 4 2 9 6 


39.5 ' 


9 


9 6 


8 4 7 1 


66.6 


140 


; 1 


3 7 4 9 


29.3 ' 


IHO 


96 


18427 


60 . 5 


1220 

1 




18407 


42.2 


r 


3 


7 14 9 


! 27.8 


1 


7 5 1 


9 6 8 2 4 


43.5 


1 

1 


4 2 


9 7 6 8 1 


65.6 


o 

f 


9 4 1 


8 6 3 7 


62.2 


2 


9 1 


6 2 8 6 4 


38.5 


2 


9 1 


5 7 2 08 


47.2 


■ 3 


• 

1 


7 


29.2 


3 


3 14 7 9 


2 6 8 60 


30.6 


8 


8 1 4 


7 0295 


; 66.7 


; 4 


6 1 


8 7 4 8 


! 62.3 ■ 


4 


80 


9 7 5 2 6 


i 87.1 


4 


5 


2 4 7 9 


! 1.8 


1 ^ 


2 6 13 7 


9 4 8 5 1 28.«; 


6 


6 4 9 


8672 


84.6 


6 


5 1 


4 7 98 


66.7 


! 6 


: 76 


9 4 8 3 81.1 


: 6 


86 


20974 


81.7 


6 




9 0247 


76.3 


; 7 


9 7 


58 80 4 68.2 


7 


96 


8 4 2 7 


83.3 


7 


2 


7 4 19 


31.7 


1 8 


8 3 


4 9 1 5 7 i 70.3 


8 


7 2 8 


6 4 9 6 


. 67.2 


8 


9 1 4 


7 2 5 8 


42.3 


■ 9 


, 6 


9 14 7 


80.3 j 


1 

9 


4 8 


6 9 2 6 


76.7 


9 


2 4 


7 8 16 


; 83.4 


Il60 

1 


! 9 3 8 


4 17 6 


71.4 


190 


6 8 


4 6 9 2 


49.7 - 


280 




5 1 


60.6 


1 


2 7 160 


9 4 8 6 8 


82.1 

1 


1 


9 


2 5 8 6 4 


88.1 


1 


8 


14 7 6 


16.2 


1 ^ 


3 68 


14 6 9 


19.3 i 


1 

o 


; ^ 


2 5 8 04 


, 62.2 


2 


3 7 4 8 


16926 


•78. 5. T 


3 


! 5 8 


14 6 3 9 


26.7 ' 


3 


84 9 


7 5 2 6 


61.2 


3 


9 


15 2 8 6 


76.5 
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70.5 


5 


1 8 


4 3 9 6 


60.7 


' 5 


9 


602 4 7 


77.3 


6 


6 


16924 


80.5 
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86.5 
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18.2 
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Tabelle 11 (Schlufs). 
IiÖBungen des Schachbrettes Z von 100 Feldern (erste H&lfte). 
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63.6 
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9 
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81.6 
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2 


86 
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1 
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2 


9 
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4.2 
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5 2 
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12.7 


2 
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3 
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4 
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5 


82 
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4 
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17.2 


5 
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6 
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72.5 
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9 


93 
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49.6 


8 
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9 
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6 
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84.5 
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6 1 
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63.7 
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1 
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58.5 


9 


7 


18 5 2 9 


5.7 


360 


5 3 1 


6 8 2 7 


46.2 


9 


5 2 


6 9 7 13 


62.5 
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Tabelle 12. 
Die 9S Gnmdrtellungen des Bohnchbrettes Z von 100 Feldern. 
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Tabelle 13. 
Die Lösungen des Schachbrettes ZI von 121 Feldern, welche mit beginnen. 











Omnd- 










Grund- 


Lanfendo 
Nr. 


Bescichnnng Dach Figur S4 


Btollang 
und 


Laufende 
Nr. 


1 

Bezeichnung nach Figur 34 


stellung 
und 










SteUang 










Stellung 


1 

1 ! 


' 2 4 6 8 


z 


13 5 7 9 


1.1 


49 


6 4 2z 


8 


3 19 7 5 


34.1 


2 


5 8 1 


7 


z 3 6 4 9 


2.1 


50 


7 z 


3 


9 2 5 8 1 


35.1 


3 


6 8 3 


1 


9 5 z 4 7 


3.1 


51 




8 


3 19 2 5 


36.1 


4 


9 1 


8 


5 3 z 7 4 


4.1 


52 


8 2 5 


1 


9 4 z 7 3 


26.5 


5 


7 


z 


13 5 8 4 


5.1 


53 


7 


9 


3 1 4 z 5 


37.1 


6 


z 3 


7 


9 4 15 8 


6.1 


64 


5 2 


9 


3 z 7 4 1 


38.1 


7 


7 5 8 


1 


4 z 3 6 9 


7.1 


55 


z 2 


4 


9 13 5 7 


39.1 


8 


9 3 


8 


z 4 6 1 5 


8.1 


66 


9 2z 


8 


3 14 7 5 


40.1 


9 


z 6 


1 


9 5 3 8 4 


9.1 


57 


5 8 


1 


4 2 7 z 3 


29.5 


10 


9 6 8 


z 


13 5 7 4 


10.1 


68 


7 2 


8 


3 1 4 z 5 


41.1 


11 


7 3 


z 


8 5 14 6 


11.1 


69 


z 5 7 


1 


3 8 2 4 9 


31.5 


12 


3 5 8 1 


9 


4 2 7 z 6 


12.1 


60 j 


7 3 6 2 


z 


19 5 8 4 


34.5 


13 


9 2 


z 


7 4 18 6 


13.1 


61 


: 8 


z 


14 2 5 9 


37.5 


14 


6 8z 


1 


9 5 2 4 7 


14.1 


62 


1 




9 5 2 4 


40.5 


15 


9 1 


4 


7 z 2 5 8 


15.1 


63 


9 


1 


z 4 2 8 6 


30.5 


16 


z 7 


2 


4 8 15 9 


16.1 


64 ! 


8 6 


2 


z 5 1 4 9 


42.1 


17 


8 2 7 


1 


z 5 9 6 4 


17.1 


65 ' 


z 6 


2 


9 5 18 4 


43.1 


18 


6 2 


9 


5 1 4 z 7 


18.1 


66 


4 1 8 


6 


3 z 2 5 9 


18.5 


19 


9 


1 


z 5 7 2 4 


19.1 


67 


6 8 


z 


13 5 2 9 


41.5 


20 


9 6z 


2 
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20.1 


68 


8 5 


9 
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39.5 


21 


4 17 9 


2 
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2.5 


69 
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2 
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44.1 


22 


z 


6 
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70 
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z 
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20.6 


23 
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2 


7 9 13 6 


21.1 


71 


2 6 


1 
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25.6 


24 
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z 
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8 


z 
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25 
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2 
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12.5 


73 


8 1 


9 
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23.5 


26 


9 6 


2 
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23.1 


74 j 
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4 
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46.1 


27 


8 15 


9 


2 6 z 3 7 


15.5 


75 i 


9 2 5 


8 


1 3 z 6 4 


38 . 5 


28 


5 9 


1 
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24.1 


76 1 

1 


4 6 


1 


z 2 5 3 8 


31.5 


29 


5 14 9 


7 


2 z 3 6 8 


3.5 


77 ! 


6 2 


z 


18 5 8 4 


43.5 


30 


8 6 


3 


9 2 4 z 7 


7.5 


78 ■ 


8 14 7 


9 


2 5 z 6 3 


6.5 


31 


z 


7 


4 2 9 6 3 


9.5 


79 


9 


7 
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11.5 


32 


3 1z 


7 


9 4 2 8 6 


17.5 


80 


3 5z 


2 


9 6 4 7 1 


47.1 


33 


9 7 


2 


4 1 z 8 6 


25.1 


81 


4 1 7 


2 


z 6 9 3 5 


13.5 


34 


z 7 


4 


19 2 6 8 


26.1 


82 


5 1 6 


9 


2 4 7 z 3 


16.5 


35 


7 2z 


8 


14 9 3 6 


27.1 


83 


2 9 


7 


4 1 3 z 6 


42.6 


36 


9 1 


3 


8 z 2 4 6 


24.5 


84 ! 

1 


z 


3 


7 9 4 6 1 


48.1 


37 


3 


8 


4 1 z 2 6 


28.1 


86 ! 


i 

1 


7 


4 19 6 3 


43.5 


38 


z 6 


3 


18 4 2 9 


29.1 


86 


9 1 


z 


2 6 3 7 4 


21.5 


39 


8 19 


7 


2 z 3 6 4 


14.5 


87 


9 14 7 


z 


8 2 5 3 6 


8.5 


40 


2 7 


z 


3 19 4 6 


30.1 


88 


7 5 3 


1 


z 8 6 4 2 


32.5 


41 


6 9 


3 


1 4 7 z 2 


31.1 


89 


z 3 5 8 


2 


9 6 17 4 


48.5 


42 


9 1z 


7 


3 8 2 4 6 


19.5 


90 


6 9 


2 


8 14 7 5 


45.5 


43 


z 4 9 


3 


8 2 7 16 


32.1 


91 


4 6 9 


3 


18 2 5 7 


38.5 


44 


6 17 2 


8 


3 9 4 z 5 


1.5 


92 


7 5 


2 


9 16 8 3 


46.5 


45 


z 


8 


2 4 9 3 5 


5.5 


93 


5 2 8 


3 


7 9 16 4 


47.5 


46 






3 9 4 2 5 


10.5 


94 


7 2 


4 


8 19 6 3 


44.5 


47 


3 7z 


4 


9 15 2 8 


33.1 


95 


7 4 1 


8 


2 9 6 3 6 


22.5 


48 


9 7 


1 


z 2 5 8 4 


27.5 


96 


5 2 


8 


13 9 6 4 


j 35.5 



z ist bier das Zeichen für zebn. 
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De la Koü's T^pei. 

Tabelle 14. 

Sohachbrett von 81 Feldern. 
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110 114 3 
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1 I S 4 33 


13 2 4 


2 114 3 
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3 2 4' 34 


12 8 4 




114 3 




10 2 8 4 35 


13 14 




2 4 3 , 20 


13 14 3G 


8 2 4 




12 3 3 


21 


113 4 37 


10 4 4 




3 3 8 


22 


113 4 
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14 4 




114 3 
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113 4 
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113 4 




3 3 3 
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113 4 
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10 4 4 




2 4 3 
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113 4 
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114 3 




113 4 
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2 4 3 


27 


3 2 4 
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113 4 




12 3 3 
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10 2 2 4 
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1 S .1 3 
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38 


2) 1 a 3 4 
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3) n 2 4 3 


4. 9 


4) 1 3 2 4 


16. IS. 27. »6 


fil 


3 3 3 


6. 8. 14 




10 4 4 


87 


7) 


113 4 


17. 21. 22. 98. 24. 26. 
2C, 30. 89, 42. 43 


81 


114 3 


l. 2, 3. 7. 10 


9) 


12 2 1 


15. 32. SS. 34 


10) 


12 3 3 


b. 18, I» 


11) 1 3 1 4 


SO. 85 


12) 3 4 3 


11 


13) 10 4 4 


•40- -41. 44 


14) 10 13 4 


20 


irO 10 2 2 4 


•19. *S8. 31 



Tabelle 15. 
8oluwhbr«tt Ton 100 reldem. 
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T^pni 
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Tjrpu. 
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Tnna 


1 


10 2 4 8 


82 


13 3 8 


18 2 4 
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2 14 3 
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4 2 4 


«4 


18 2 4 
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8 14 3 


84 


1 2 S 4 
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8 14 3 
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3 4 8 
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67 
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fl 


12 4 3 
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1 1 1 S 4 
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10 8 4 3 
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13 2 4 


70 
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13 3 3 
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2 4 4 
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13 3 3 


41 


2 2 8 4 


72 


18 8 4 


11 


10 8 4 3 


48 


10 2 3 4 


73 


114 4 


12 


13 3 3 


43 


2 18 4 
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12 8 4 


13 


12 4 3 
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2 2 2 4 
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8 13 4 


14 


2 1 4.3 
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18 3 4 
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114 4 


15 


8 14 3 
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77 
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12 4 3 


47 
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17 


13 3 8 
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2 14 8 
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1) 


12 4 3 
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1. 8. n 
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11044 


70. 60 


IB) 
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86. 36. 37. 65. 57. 68. 
69. 86 
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